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1960 年 10 月 生 ， 新 疆 昌吉 人 ; 199 6 年 获 奥 地 利 格 
拉 茨 技术 大 学 博士 学 位 ;武汉 大 学 教授 、 博 士 生 导师 、 
玫 珈 学 者 特聘 教授 ; 武汉 大 学 测绘 学 院 地 球 物理 系 主 
任 ， 湖 北 省 天 文学 会 副 理 事 长 ， 湖 北 省 地 震 学 会 理事 ， 
全 国 高 等 教育 地 球 科学 教学 指导 委员 会 委员 ， 武 汉 大 学 
学 报信 息 科 学 版 、 大 地 测量 与 地 球 动力 学 、 测 绘 科学 等 
杂志 的 编 委 ， 主 要 从 事物 理 大 地 测量 、 相 对 论 大 地 测量 
及 地 球 物理 教学 和 研究 ; 主持、 参与 了 多 项 国家 自然 科 
学 基金 、 国 家 863 以 及 省 部 级 科学 技术 发 展 基金 项 目 ; 
昌 导 学 科 之 间 的 相互 交叉 融合 发 展 理念 ， 主 张 杀 近 自 
然 、 探 索 自 然 ， 推 尝 多 学 科 、 多 方位 、 多 元 化 合作 研 
究 ; 发 表 学 术 论 文 80 余 篇 ， 合 作出 版 专著 、 教 材 3 部 。 
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1932 年 10 月 生 ， 安 徽 桐城 人 ; 195 6 年 毕业 于 上 海 
同济 大 学 测量 系 ; 武汉 大 学 教授 、 博 士 生 导师 ;中 国 工 
程 院 院士 ， 全国 高 等 学 校 测绘 学 科教 学 指导 委员 会 主 
任 ， 国 家 测绘 局 科学 技术 委员 会 委员 ， 测 绘 学 报 编 委 ， 
大 百科 全 书 总 编 委员 ， 大 辞海 分 科 主 编 等 ， 长 期 从 事 大 
地 测量 的 教学 和 科研 工作 ， 主 要 研究 方向 是 物理 大 地 测 
量 的 理论 与 方法 ， 包 括 地 球形 状 、 外 部 重力 场 及 其 模型 
等 方面 的 研究 ， 最 先 自主 建立 了 我 国 阶 次 最 高 、 精 度 最 
好 的 地 球 重 力 场 模型 ， 主 持 完 成 了 多 项 国家 自然 科学 基 
金 、 国 家 863 计 划 和 省 部 级 科学 技术 项 目 ， 合 作 编著 和 
翻译 出 版 教材 、 专 著 1 4 部 ， 发 表 论 文 200 余 篇 。 
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1936 年 10 月 生 ， 江 西 进 贤 人 ; 196 1 年 毕业 于 原 武 
汉 测 绘 学 院 天 文大 地 测量 系 ; 武汉 大 学 教授 ， 博 士 生 导 
师 ，1982~1984 年 赴 美 国 俄亥俄 州立 大 学 大 地 测量 科 
学 系 进修 高 等 物理 大 地 测量 和 空间 大 地 测量 并 进行 相关 
课题 研究 ，1 99 4 年 再 次 赴 美 国 俄亥俄 州立 大 学 进行 合作 
研究 ， 长 期 从 事 地 球 物理 大 地 测量 、 地 球 重 力 场 逼 近 理 
论 和 方法 的 研究 ， 负 责 完 成 了 多 项 国家 自然 科学 基金 、 
国家 攀登 计划 、 国 家 86 3 计划 及 国家 测绘 局 测绘 科技 发 
展 基金 项 目 ， 发 表 学 术 论文 100 余 篇 ， 合 作出 版 专著 、 
教材 1 1 部 。 
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本 书 着 重 阐 述 相 对 论 基 础 以 及 相对 论 重力 测量 。 

以 历史 发 展 为 线索 ， 以 第 一 性 原理 为 准则 ， 以 尽 可 能 简明 的 陈 
述 和 人 逻辑 推演 ， 简 述 了 大 地 测量 发 展 史 以 及 狭义 相对 论 ; 基于 流 形 
概念 引信 了 张 量 分 析 以 及 黎 曙 几何， 阐述 了 广义 相对 论 基础 ， 讨 论 
并 阐述 了 支持 广义 相对 论 的 三 大 经 典 实验 检验 以 及 建立 相对 论 大 地 
测量 所 需要 的 各 类 方程 ; 以 广义 相对 论 为 基础 研究 了 地 球 重力 场 理 
论 ， 特 别 探讨 研究 了 与 物理 大 地 测量 密切 相关 的 重力 测量 问题 ; 研 
究 了 相对 论 意义 下 的 绝对 重力 测量 和 相对 重力 测量 ; 阐述 了 相对 论 
大 地 水 准 面 以 及 等 频 大 地 水 准 面 的 概念 ， 给 出 了 利用 频 移 法 确定 重 
力 位 差 以 及 地 球 外 部 重力 场 的 方法 ; 阐述 了 相对 论 重力 梯度 测量 原 
FE; 讨论 了 引力 与 惯性 力 的 分 离 问题 。 

本 书 可 作为 理工 科 高 年 级 本 科 生 、 研 究 生 以 及 相关 科研 人 员 的 
参考 书 。 
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作为 地 球 科学 特别 是 地 球 物理 学 的 一 个 分 支 ， 大 地 测量 学 具有 
非常 重要 的 地 位 。 空 间 技术 的 发 展 将 大 地 测量 学 推 向 了 新 的 历史 舞 
台 ， 相 继 诞 生 了 卫星 大 地 测量 学 、 惯 性 大 地 测量 学 乃至 更 广义 的 空 
间 大 地 测量 学 。 

经 典 大 地 测量 理论 以 欧 几 里 得 空间 为 背景 ， 以 牛顿 时 空 观 和 经 
典 物 理学 为 基础 。 大 地 测量 的 重要 基础 之 一 是 物理 大 地 测量 ， 或 者 
说 是 重力 测量 理论 。 传 统 的 重力 测量 理论 以 牛顿 力学 为 基础 ， 通 称 
牛顿 重力 测量 理论 (简称 重力 测量 ) 。 当 相对 精度 要 求 接近 或 高 于 
10 -10 量 级 时 ， 牛 顿 重力 测量 理论 不 再 保持 有 效 ， 需 要 用 以 
广义 相对 论 为 基础 的 重力 测量 理论 一 一 相对 论 重力 测量 理论 来 代 
蔡 。 随 着 科学 技术 特别 是 空间 观测 技术 的 发 展 ， 观 测量 的 精度 越 来 
越 高 ， 对 许多 待 确定 的 量 (如 位 置 坐标 、 重 力 场 、 大 地 水 准 面 等 ) 
的 精度 要 求 也 随 之 提高 。 因 此 ， 基 于 时 代 发 展 所 需 ， 有 必要 建立 相 
对 论 重力 测量 理论 。 理 论 往往 会 走 在 实践 的 前 面 ， 相 对 论 重 力 测量 
也 是 如 此 。 可 以 预见 ， 在 不 久 的 将 来 ， 相 对 论 重力 测量 将 会 得 到 广 
EN. 

自 20 世纪 90 年 代 初 ， 作 者 开始 在 相对 论 大 地 测量 领域 从 事 研 
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究 工 作 ， 研 究 内 容 涉及 GPS. VLBI 以 及 地 球 自转 轴 运 动 的 相对 论 
改正 ， 相 对 论 大 地 水 准 面 的 定义 ， 等 频 大 地 水 准 面 的 定义 及 其 应 
用 ， 引 力 与 惯性 力 的 分 离 等 专题 。 随 着 时 间 的 推移 ， 我 们 一 直 想 建 
立 一 个 完整 的 相对 论 大 地 测量 体系 。 本 书 可 以 说 是 一 个 先导 。 
考虑 到 国内 外 尚 没有 系统 阑 述 相对 论 大 地 测量 的 专著 ， 同 时 考 
虑 到 非 物 理 专 业 的 大 部 分 读者 不 太 熟 悉 相 对 论 理论 特 别 是 广义 相对 
论 ， 因 此 ， 本 书 在 回顾 了 大 地 测量 发 展 简 史 之 后 ， 首 先 介绍 和 评述 
了 狭义 相对 论 的 实验 基础 ， 并 基于 两 条 基本 假设 引出 了 狭义 相对 
论 ， 进 而 以 较 大 篇 幅 分 析 、 陈 述 了 基于 流 形 观 点 的 张 量 分 析 、 黎 曼 


. 几何 、 广 义 相 对 论 的 基础 和 基本 理论 及 其 实验 检验 。 在 此 基础 上 ， 


详细 阐述 了 相对 论 重 力 测量 ， 其 中 的 不 少 内 容 是 作者 的 原创 性 成 
AR. 已 发 表 在 国内 外 核心 刊物 上 。 

在 本 书 的 撰写 过 程 中 ,注重 历史 进程 及 逻辑 关系 ， 注 重 内 在 联 
系 ， 尽 可 能 从 “第 一 性 原则 ”出 发 进行 推演 和 陈述 ， 具 有 较 强 的 
独立 性 。 科 学 本 身 在 于 追求 ， 追 求 过 程 在 于 简明 ， 简 明 的 准则 在 于 
“第 一 性 原则 ”。 作 为 相对 论 大 地 测量 的 导 引 ， 书 中 没有 引入 近代 
的 关于 相对 论 自身 发 展 的 研究 成 果 。 

本 书 的 研究 内 容 及 成 果 得 到 了 国家 863 计划 (No. 
200601122211) 、 国 家 自然 科学 基金 (No. 40374004). xE RE (S 
息 工 程 国家 重点 实验 室 基金 、 教 育 部 留学 回国 基金 (2004 一 2005 ) 、 
地 球 空 间 环境 与 大 地 测量 教育 部 重点 实验 室 基 金 (2003 一 2005) 以 
及 武汉 大 学 留学 回国 人 员 启 动 基金 (2004) 的 资助 。 书 中 的 索引 
和 插图 是 由 韩 建成 博士 协助 完成 的 , 他 还 做 了 大 量 的 文字 处 理 、 文 
献 收 集 与 整理 工作 ， 在 此 表示 感谢 。 长 期 以 来 , 相对 论 大 地 测量 研 
究 方 向 得 到 了 陈 俊 勇 院 士 、 李 德 仁 院士 、 刘 经 南 院 士 、 陶 本 营 教 
授 、 金 标 仁 教授 的 大 力 支持 ,在 此 深 表 谢意 。 同 时 , 感谢 所 有 关心 
和 支持 我 们 的 同事 、 朋 友 以 及 学 术 同 仁 , 感谢 武汉 大 学 出 版 社 。 

本 书 的 出 版 得 到 了 武汉 大 学 学 术 基 金 的 资助 ， 特 此 致谢 。 


作 者 
2008 年 元 月 于 武汉 
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两 千 多 年 以 前 , 毕 达 哥 拉 斯 (Pythagoras) 和 亚 里 士 多 德 ( Aristo- 
tele, BC 384—BC 322) 先后 提出 了 地 球 是 圆 球 的 观点 ,随后 被 地 理学 
家 、 数 学 家 ,大 地 测量 学 家 埃 拉 托 斯 ( Eratosthenes) 证实。 但 亚 里 士 
多 德 关于 自由 落体 的 结论 ( 较 重 的 物体 下 落得 快 一 些 ) 却 被 16 世纪 
的 科学 家 伽利略 ( Galileo) 推翻 。 三 百 多 年 以 前 ， 牛 顿 (Newton, 
1687) 提出 了 力学 三 大 定律 和 万 有 引力 定律 йе Т ЙЛ ЗЕ ЖЖ 
的 基础 ， 其 中 ， 牛 顿 关 于 地 球 的 一 个 著名 论断 是 : 地 球 是 两 极 略微 
扁平 而 赤道 略微 隆起 的 旋转 椭 球 体 。 这 一 断言 得 到 了 大 地 测量 学 家 
实测 结果 的 支持 。 经 典 力学 体系 是 大 地 测量 学 的 基础 。 然 而 ， 经 典 
力学 体系 并 不 完善 ， 它 是 对 自然 界 物质 的 力学 运动 规律 的 近似 描 
述 。 因 此 ， 更 完善 的 描述 需要 以 广义 相对 论 为 基础 。 当 精度 要 求 不 
高 时 ,采用 基于 牛顿 经 典 力学 的 大 地 测量 学 理论 就 足够 了 。 当 
(相对 ) 精度 要 求 达到 或 高 于 10 ”“ 量 级 时 ， 就 需要 利用 基于 广义 相 
对 论 的 大 地 测量 学 理论 ， 即 相对 论 大 地 测量 学 。 
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1.1 大 地 测量 发 展 简 史 


1.1.1 欧 几 里 得 几何 与 大 地 测量 学 的 兴起 


早 在 公元 前 580 一 500 年 , 古 和 希腊 数学 家 、 哲 学 家 毕 达 哥 拉 斯 就 
发 现 了 著名 的 勾 股 定理 :两 个 直角 边 的 平方 和 等 于 斜 边 的 平方 。 他 
还 提出 了 地 球 为 圆 球 的 观点 。 后 来 , 古 希腊 哲学 家 、 科 学 家 亚 里 士 多 
德 用 物理 方法 进行 了 论证 ,支持 毕 达 哥 拉 斯 的 观点 。 由 于 亚 里 士 多 
德 的 权威 性 ,地 球 为 圆 球 的 说 法 被 普遍 接受 。 

公元 前 330—275 年 , 古 希腊 数学 家 欧 几 里 得 (Euclid) 创立 了 几 
何 学 的 公理 体系 ,从 尽 可 能 少 的 公设 出 发 推演 几何 图 形 间 的 各 种 关 
系 。 欧 几 里 得 在 《几何 原本 》( 共 13 卷 ) 开 卷 中 提出 了 5 条 公设 : 

(1) 直线 与 直线 之 交 是 点 ; 

(2) 若 一 个 圆 的 圆心 落 在 第 二 个 圆 的 圆周 之 上 ,而 第 一 个 圆 的 
圆周 上 的 一 点 落 在 第 二 个 圆 的 圆周 之 内 , 则 此 两 个 圆 必 有 两 个 交点 ; 
《3) 相 等 的 量 加 或 减 同 一 个 量 之 后 所 得 的 诸 量 仍然 相等 ; 

(4) 若 一 个 图 形 与 另 一 个 图 形 完 全 重合 , 则 各 个 相应 的 量 ( 边 
长 .角度 等 ) 也 相等 ,反之 亦 然 ; 

(5) 若 一 直线 与 另外 两 条 直线 相交 , 且 该 直线 同 侧 两 内 角 之 和 
小 于 180? , 则 当 后 两 条 直线 无 限 延 长 时 , 必 相 交 于 两 内 角 和 小 于 
180° 之 一 侧 。 | 

对 于 上 述 5 条 公设 ,前 4 条 是 “显然 "的 ,而 第 5 条 公设 看 起 来 不 
怎么 明显 。 为 此 ,历史 上 曾 有 不 少数 学 家 费 尽心 机 企图 证 明 第 5 条 
公设 可 以 从 前 4 条 公设 导出 。 虽 然 没 有 一 个 人 成 功 ,但 却 导致 了 非 
欧 几 何 的 诞生 ( 详 见 1.2.4 节 )。 根 据 欧 几 里 得 的 5 条 公设 ,可 以 推 
演出 整个 欧 几 里 得 几何 学 。 不 难 推 测 , 正 是 由 于 欧 几 里 得 几何 学 的 
诞生 ,对 于 实际 应 用 (如 丈量 土地 .设计 建筑 物 等 ) 具有 重要 的 指导 
意义 。 比 如 ,要 想 知 道 一 个 圆 的 周 长 或 面积 ,只 要 测定 它 的 直径 (或 
半径 ) 就 行 了 ;要 想 知道 一 个 圆锥 体 的 体积 ,只 需要 测定 锥 底 圆 的 周 
长 (或 半径 ) 以 及 锥 体 的 高 。 


#1% 引 it 3 
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我 们 再 回 过 头 来 看 地 球 。 如 果 地 球 是 球体 , 它 究 竟 有 多 大 呢 ? 
假设 地 球 的 半径 是 六, 则 地 面 上 任意 一 个 大 圆 的 周 长 为 2nR。 但 要 
想 直 接 测 定 R 是 不 可 能 的 。 一 个 直观 的 想法 就 是 测定 地 球 的 周 长 。 
然而 测定 地 球 的 周 长 也 并 非 易 事 , 因 为 难以 跨越 高 山 和 海洋 。 有 没 
有 什么 好 办 法 呢 ? 与 欧 几 里 得 同时 代 的 古 希 腊 地 理学 家 、 数 学 家 埃 
拉 托 斯 发 现 了 一 种 测定 地 球 周 长 的 巧妙 办 法 (Bullen,1974; 胡 明 城 ， 
f 18,1993; 81,1994) 。 位 于 尼罗河 畔 的 城市 歇 尼 (Syene) ,在 亚 历 
山大 城西 南 约 800km 处 (当时 的 测量 结果 是 5000 埃及 尺 ,相当 于 
5000 IRAR x 0. 1575km/ 埃 及 尺 =788km ) ,并 恰好 在 北 回归 线 上 。 
因此 ,每 年 夏至 正午 时 分 ,太阳 便 正 好 在 软 尼 的 天 项 ,阳光 直射 位 于 
吹 尼 地 区 用 来 预测 尼罗河 变化 的 一 口 井 的 底部 。 埃 拉 托 斯 设想 ,如 
果 地 球 是 圆 球 , 当 阳 光 直 射 软 尼 的 那 口 井 的 底部 的 时 候 , 阳 光 应 该 
“ 斜 射 "其 他 地 方 的 建筑 物 。 为 此 , 埃 拉 托 斯 在 亚历山大 城 利 用 一 座 
较 高 的 尖塔 测 得 正午 时 分 阳光 的 倾斜 角 为 7.2°( 实 际 值 为 7.1°) ,如 
图 1.1.1 所 示 ( 图 中 S DE CE BELA 为 亚历山大 城 ) 。 于 是 ,根据 亚 历 
山大 与 软 尼 之 间 的 距离 ( 约 788km) 可 列 出 如 下 比例 关系 : 





图 1.1.1 埃 拉 托 斯 测量 地 球 周 长 示意 图 
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788 | L (1.1.1) 


由 此 解 出 地 球 的 周 长 为 


L= 8 x 360 = 39400(km) (1.1.2) 


据 此 推出 的 地 球 半 径 大 约 为 6270km ,这 与 目前 测定 的 地 球 平均 半径 
R=6371km( 地 球 的 平均 赤道 半径 为 6378 кт) 比较 ,相差 约 100km, 
相当 于 1.6% 的 误差 。 这 一 误差 主要 来 源 于 测量 距离 的 误差 ,因为 
当时 很 难 较 精确 地 测定 上 述 两 地 之 间 的 距离 。 另 外 ,1 埃及 尺 = 
0.1575km 也 是 通过 考古 得 到 的 结果 ,未 必 准 确 ( 胡 明 城 , 鲁 福 ， 
1993), Bullen( 1974) 认为 , 埃 拉 托 斯 得 到 的 结果 可 能 有 更 大 的 误 
差 。 但 无 论 如 何 , 上 述 实际 测量 结果 是 埃 拉 托 斯 的 一 个 重大 贡献 。 
如 果 多 选 几 个 类 似 于 亚历山大 城 那样 的 点 ,那么 ,用 埃 拉 托 斯 的 测量 
方法 即 可 检验 地 图 学 说 。 

由 上 所 述 ,我 们 认为 ,大 地 测量 学 (确切 地 说 是 几何 大 地 测量 
学 ) 诞 生 于 公元 前 3 世纪 的 埃 拉 托 斯 ,可 能 与 欧 几 里 得 有 密切 联系 ， 
因为 他 们 不 仅 生 于 同一 时 代 ,而 且 都 生活 在 亚历山大 城 。 不 过 ,直到 
17 世纪 ,大 地 测量 学 才 作 为 一 门 学 科 而 独立 存在 。 随 着 时 间 的 推 
移 ,大 地 测量 学 的 研究 领域 在 不 断 拓宽 ,从 几何 大 地 测量 到 物理 大 地 
测量 ,从 陆地 测量 到 海洋 测量 、 航 空 测量 力 至 空间 测量 ,等 等 。 目 前 ， 
大 地 测量 学 已 成 为 地 球 科学 领域 的 一 个 重要 分 支 。 


1.1.2 ”牛顿 力学 与 物理 大 地 测量 学 


物理 大 地 测量 学 是 研究 地 球形 状 及 其 外 部 重力 场 的 学 科 。 和 牛顿 
力学 (牛顿 三 大 定律 和 万 有 引力 定律 ) 是 物理 大 地 测量 学 的 基础 。 
牛顿 (Newton,1687) 曾经 证 明 ,假定 地 球 由 均匀 流体 所 构成 ,以 恒定 
的 角速度 旋转 ,那么 ,地 球 应 该 是 两 极 压缩 赤道 隆 起 的 旋转 椭 球 体 ， 
并 在 地 球 密度 分 布 均匀 ( 且 满 足 流体 静 力 平衡 ) 的 假定 之 下 ,导出 了 
地 球 扁 率 f=1/230。 和 牛顿 的 理论 是 否 正 确 , 可 通过 弧 线 测量 证 实 。 
例如 ,测定 地 球 子午 圈 ( 即 经 圈 )1 度 纬度 差 对 应 的 弧 长 (简称 1° 子 
FRIK)” 。 由 椭 球 大 地 测量 学 可 知 ( 陈 健 , 晃 定 波 ,1989 ) ,一 段子 








АДК АХ 可 近似 表示 为 

a(l ~ е?) 
(1 - esing) 
其 中 , o 为 地 理 纬度 ( 即 大 地 测量 学 中 的 大 地 纬度 ,参见 注释 1.1), 
M 为 子午 圈 曲 率 半 径 , a 为 椭 球 长 半 轴 , e 为 椭 球 第 一 偏心 率 。 设 6 
为 椭 球 短 半 轴 , 则 有 。=Va -b 7a, ЖЫ Ж / = (a — b)/a, B. 
e =2f-f °. 

由 式 (1.1.3) 可 以 看 出 ,赤道 附近 子午 圈 曲 率 半 径 М = 


AX = M - Аф = 





тз ` Аф (1.1.3) 


2 
a(l =e?) ,小 于 北极 附近 子午 图 曲率 半径 М. =-®15°) = 


(1-е) 
=(C, 即 有 4X > ДХ ILE 1. 1.2(a) ) , #89 kB D Rh pR E: 


== 

l-e 
一 个 扁 椭 球体 。 若 地 球 的 极 轴 半径 (相当 于 5) 大 于 其 赤道 半径 ( 即 
a < 上 2b), 则 是 一 个 “长 椭 球 ”( 见 图 1.1.2(b)), 显 然 对 于 这 种 形状 的 
地 球 , 应 有 AX < AX 市 ( 见 图 1.1.2(b))。 对 此 进一步 的 说 明 见 注 
释 1. 2。 


a 





北极 





(a) Jj Hi ERTSUER (b) K HERRER 
E] 1.1.2. 两 种 地 球 椭 球 形状 假设 
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为 检验 牛顿 的 结论 ‚1683—1718 年 ,法 国 卡 西 尼 父子 (G.D. Cas- 
sini, J. Cassini) 利用 三 角 测 量 法 测量 了 子午 线 弧 长 。 根 据 测量 结果 ， 
却 得 出 了 纬度 越 高 、1" 子 午 线 弧 长 越 短 的 结论 ,并 计算 出 地 球 的 遍 
率 为 -1/95, 即 认为 地 球 是 长 椭 球 ,不 支持 牛顿 的 结论 。 由 此 在 科学 
界 产生 了 一 场 延续 达 半 个 世纪 之 久 的 大 论战 。 为 解决 地 球 是 “ 扁 椭 
球 " 还 是 “长 椭 球 ”之 争 ,法国 科学 院 派 了 两 支 测量 队 ,一 队 到 赤道 附 
近 的 秘鲁 ,一 队 到 北极 图 附近 挪威 的 拉 普 兰 (Lapplan) 地 区 。 前 者 从 
1735 年 到 1743 年 .后 者 从 1736 年 到 1737 年 分 别 完成 了 观测 ( Safra 
et al., 2005) , 求 得 的 1° 子午 线 弧 长 数值 如 表 1.1.1 所 示 。 此 表 数 据 
证 实 了 地 球 是 一 个 扁 椭 球 形 。1740 E, 工 卡 西 尼 重新 观测 和 计算 了 
法 国 的 弧度 测量 ,改正 了 原来 的 错误 。 此 次 论战 以 证 实 牛 顿 等 人 的 
扁 椭 球 理论 而 告终 。 




















表 1.1.1 18 世纪 法 国 科学 院 弧 度 测量 结果 
地 区 平均 纬度 1" 子 午 线 弧 长 
hri 66?20' i 111 918m 
巴黎 45°20' 111 116m 
73s 1?31' 110 604m 








上 表 的 结果 与 现代 理论 结果 的 比较 见 注释 1. 2。 
同样 ,测定 平行 圈 弧 段 长 AY 也 可 求解 地 球 的 扁 率 


AY = r- Aà = NeospAA = асозѕр АА (1.1.4) 
2.2 |12 
(1-е sin @) 





EP r AFE, N 为 卯 西 圈 半径 ,AA 为 平行 圈 上 弧 段 两 端点 
间 的 经 度 差 。 

从 式 (1.1.4) 可 以 看 出 , 当 AA 固定 时 , 随 着 纬度 的 增加 ,r 迅速 
减 小 并 趋 于 零 , 因 此 ,AY 也 迅速 减 小 , 且 减 小 的 速度 与 。 sin 9 项 相 


关 。 当 o 给 定时 ,可 解 出 e 和 大 
到 20 世纪 40 年 代 , 根 据 全 球 范围 的 地 面 大 地 测量 结果 ,得 出 


е? = 0. 006693421 ‚а — b = 21 382m, f = 1/298. 3 


第 1 章 sl 论 





克 莱 洛 (Cleiraut) 注意 到 法 国 科学 院 在 拉 普 兰 和 秘鲁 的 测量 工 
fE ,并 根据 牛顿 理论 对 地 球形 状 间 题 进行 了 开创 性 的 理论 研究 。 基 
于 流体 静 力 学 平衡 原理 ,可 建立 如 下 理想 液体 运动 方程 ( Moritz, 
1990) 
рх = pg – Vp : (1.1.5) 
ДР, p 为 地 球 密度 , x 和 g 分 别 为 位 置 向 量 和 重力 向 量 ，V 为 梯度 
ST, p 为 压力 , 宇 是 zx 相对 于 时 间 + 的 二 阶 导数 。 在 流体 静 力 平衡 
条 件 下 ,根据 牛顿 理论 ,此 时 重力 等 位 面 和 等 压 面 重合 , 称 为 等 曲面 ， 
是 一 个 平衡 椭 球 面 , 据 此 , 克 莱 洛 于 1743 年 导出 了 以 下 著名 的 方程 
( 克 莱 洛 方程 ) : 
2 
argou pl E=? (1.1.6) 
其 中 , /是 椭 球 扁 率 , 9 是 内 部 各 等 曲面 的 平衡 半径 ,D = D(9) 是 平 
均 密 度 。 本 书 中 采用 的 “位 ”的 概念 (如 重力 位 .引力 位 等 ) 与 物理 学 
中 采用 的 “ 势 ” 的 概念 (如 重力 势 . 引 力 势 等 ) 相 同 , 以 后 不 再 区 分 。 
式 (1.1.6) 是 一 个 二 阶 常 微分 方程 , 当 给 定 了 两 个 初始 条 件 时 
可 得 到 确定 解 ,例如 取 q = R( 地 球 半 径 ) W p M lS , 它 是 总 
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质量 为 M 的 地 球 的 平均 密度 。 求 解 方程 (1.1.6) GETEA = 
q 


=R 








L(S,, 20), m2 R (赤道 处 离心 力 )/( 赤 道 处 重力 ) , 当 取 /~ 
ЧЕ E = GM ^ Z^ 18 J^ 28. , 


1/298 , m = 0. 00345 t 97 , 20 ,并 可 证 明 这 一 关系 当 9 < 及 时 也 
q= 


成 立 。 因 此 , 当 等 曲面 的 9 值 随 深度 增加 而 减 小 时 , 扁 率 也 随 深 度 增 
加 而 减 小 。 在 均 质地 球 的 情况 下 ,有 D =p, WAIE. 1.6) 可 简化 为 
у = 0 (1.1.7) 
解 上 述 方 程 ,得 f= Суд? + C4, С, ЯП С, 是 两 个 待定 常数 。 不 
难 证 明 ,要 想 获 得 有 意义 的 解 ,C1 必定 为 零 ,因此 f= 常量 ,这 表明 均 
质 平衡 椭 球 形状 的 等 曲面 是 一 族 相 似 椭 球 。 
克 莱 洛 进一步 假设 地 球体 由 层 状 分 布 的 椭 球 层 构成 ,每 个 椭 球 
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面 都 是 重力 等 位 面 ( 见 图 1.1.3), 各 层 密 度 由 地 心 向 外 逐渐 减 小 ,这 
一 假设 大 体 上 符合 近代 地 球 密 度 分 布 模型 ,例如 PREM 模型 
( Dziewonski and Anderson ,1981) 。 

由 图 1.1.3 可 以 看 出 ,由 于 重力 等 位 面 星 扁 球形 ,两 个 重力 等 位 
面 在 北极 〈 南 极 ) 地 区 的 间距 Ag; 小 于 在 赤道 地 区 的 间距 Aqu. Hi 
于 两 个 重力 等 位 面 之 间 的 重力 位 差 AW = 常数 , 故 g Дд = в›АФ,, 
因此 有 g, > g1, 即 极地 附近 的 重力 а, 大 于 赤道 附近 的 重力 gio 一 
般 地 说 ,如 果 将 地 表 的 重力 等 位 面 椭 球 (或 称 水 准 椭 球 ) 看 成 地 球 的 
一 种 正常 椭 球 模型 , 则 在 其 上 的 重力 值 从 赤道 起 随 纬 度 的 增 大 而 增 
大 。 重 力 是 地 球 引 力 与 自转 离心 力 的 合力 ,离心 力 P = o?p cose = 
о? т, Жр, 为 地 心 距 ,7r 为 平行 圈 半 径 , o 为 自转 角速度 ,离心力 
方向 平行 于 赤道 面向 外 ,在 引力 方向 (指向 地 心 附 近 ) 上 的 分 量 与 引 
力 方向 相反 ,显然 在 赤道 上 已 最 大 , 约 达 3.39 伽 , 随 纬度 的 增加 忆 减 
小 ,在 极地 趋 于 零 。 离 心力 是 重力 随 纬 度 增加 而 增加 起 主要 作用 的 
因素 。 
极 方向 
y 











赤道 方向 


图 1.1.3 重力 等 位 面 族 . р 是 地 理 纬度 (参见 注释 1.2) е, ЖФ 
度 o 处 的 地 面 上 的 重力 ,0 是 地 心 ,0x 轴 位 于 赤道 面 ， 
Oy 轴 是 地 球 旋转 轴 ,a 和 ,分 别 是 长 RE SÉ 


地 球 表面 ( 视 为 水 准 椭 球面 ) 任意 一 点 处 的 重力 加 速度 与 该 处 
的 地 理 纬度 o 由 著名 的 克 莱 洛 方程 联系 (Moritz,1990 ) 





g = g'(1 + Bsin?g) (1.1.8) 
其 中 | 


в = 8 (1.1.9) 


称 为 重力 扁 率 ; g 和 g? 分 别 表示 赤道 和 两 极 处 的 重力 , 均 为 常数 。 

如 果 在 纬度 为 фр; 的 地 点 测 得 重力 e, ,那么 ,根据 方程 (1.1.8)， 
当 获 得 若干 组 (pi,8gi) 之 后 , 便 可 利用 最 小 二 乘 原 理 求 出 а ЯП ,再 
利用 方程 (1. 1.9) 可 求 出 ga?。 有 了 g 和 B, 则 可 利用 方程 (1.1.8) 确 
定 地球 表 面 上 任意 一 点 的 重力 。 克 菜 洛 方程 (1.1.8) 所 表述 的 内 容 
也 称 为 克 莱 洛 定理 ,具有 重要 的 应 用 价值 , 它 揭 示 了 地 球 扁 率 (几何 
量 ) 与 地 球 表 面 的 重力 (物理量) 之 间 的 内 在 联系 ,开创 了 用 物理 测 
量 手 段 研 究 地 球形 状 的 方法 。 因 此 ,可 以 认为 ,物理 大 地 测量 学 的 形 
成 始 于 克 莱 洛 。 克 莱 洛 的 名 著 《 地 球形 状 理论 》(1743) 是 物理 大 地 
测量 学 的 经 典 作品 。 然 而 ,直到 司 托 克 斯 (Stokes,1845 ) ,物理 大 地 
测量 学 才 真 正确 立 了 在 大 地 测量 学 甚至 地 球 物 理学 中 的 重要 地 位 。 
斯 托 克 斯 证 明了 一 个 定理 (Stokes ,1845) :如 果 知 道 了 水 准 面 S 的 形 
状 以 及 $ 上 的 重力 位 和 旋转 角速度 w, 则 可 唯一 地 求 出 S$ 面 上 及 其 
外 部 空间 的 重力 位 以 及 重力 (假定 5 面 外 部 不 存在 质量 )。 同 时 他 
还 证 明了 逆 定 理 : 给 定 了 S$ 面 上 的 重力 位 和 重力 ,并 已 知 w, 则 可 唯 
一 地 确定 S 面 的 形状 及 其 外 部 重力 位 。 因 此 ,为 了 确定 水 准 面 的 形 
AR ,可 以 通过 重力 以 及 水 准 测量 首先 确定 S$ 面 上 的 重力 和 重力 位 
(通过 归 算 ) ,然后 根据 司 托 克 斯 道 定理 确定 水 准 面 S 的 形状 ,进而 
推 求 地 球 表面 的 形状 及 其 外 部 重力 场 。 斯 托 克 斯 逆 定 理 的 应 用 问题 
又 称 斯 托 克 斯 问题 。 

用 一 个 适当 的 旋转 水 准 椭 球 (或 称 地 球 椭 球 ,又 称 正常 椭 球 ) 代 
表 地 球形 状 是 物理 大 地 测量 和 整个 大 地 测量 学 科 的 一 大 进展 ( 管 泽 
AK T EAE 1981; Moritz,1990; 李 建成 等 ,2003) 。 在 几何 大 地 测量 
中 ,包括 现代 卫星 大 地 测量 ,地球 椭 球 已 应 用 于 建立 地 表 及 其 外 部 空 
间 点 位 最 基本 的 坐标 参考 系统 , 即 用 大 地 纬度 、 大 地 经 度 和 大 地 高 表 
示 的 大 地 坐标 系 ; 在 物理 大 地 测量 中 ,由 给 定 的 地 球 椭 球 的 四 个 基本 
参数 ,包括 自转 角速度 w, 椭 球 长 半 轴 4, 扁 率 f (或 其 他 等 效 量 ) 以 及 
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引力 常数 6 与 地 球 总 质量 M 的 乘积 GM( 地 心 引力 常数 ) ,可 唯一 确 
定 椭 球 外 部 的 重力 场 , 称 为 正常 重力 场 , 已 作为 研究 真实 地 球 重 力 场 
的 参考 重力 场 被 广泛 应 用 。 地 球 重力 场 相 对 于 正常 重力 场 的 差 称 为 
扰动 重力 场 , 相 应 的 重力 位 称 为 扰动 重力 位 ,通常 简称 扰动 位 。 地 球 
形状 更 进一步 的 精确 表述 是 19 世纪 高 斯 (Gauss) 和 李斯 廷 (Listing) 
提出 的 大 地 水 准 面 概念 , 即 与 地 球 平均 海洋 面 ( 占 地 球 表面 积 的 
71% ) 最 接近 的 重力 等 位 面 ,可 用 其 相对 于 正常 本 球面 的 起 伏 , 即 大 
地 水 准 面 高 N 加 以 确定 。1849 年 Stokes 导出 了 大 地 水 准 面 高 的 计 
算 公 式 , 即 
_ Т__К 

| N = 7 = к [Ае5\Ф)до (1.1.10) 
其 中 了 为 大 地 水 准 面 上 的 扰动 位 , 它 是 重力 位 值 W. ( E] < Hb zk UE DI 
上 的 重力 常数 位 ) 与 该 面 上 相应 点 的 正常 重力 位 U0 236, ВТ = 
Wo ~ U, 7 为 正常 重力 平均 值 ，Ag 为 重力 异常 , 即 大 地 水 准 面 上 一 点 
的 重力 值 go 与 正常 椭 球 面 对 应 点 正常 重力 值 уо 的 差 , Ag = go- 
уо, 504) JJ Stokes РАЖ: 


5(ф) = — 





m — 6sin £. + 1 -5cosyj — 3cosjrln[ sin is + sin? 5) 
2 
(1.1.11) 
Ж, y 为 计算 点 与 积分 流动 点 之 间 的 球面 角 距 , o 为 单位 球面 。 

式 (1.1. 10) 即 为 著名 的 Stokes 积分 公式 ,该 公式 商定 了 物理 大 
地 测量 学 的 基础 ,至今 仍 普遍 用 于 确定 大 地 水 准 面 的 计算 。N( 大 地 
水 准 面相 对 于 正常 椭 球 面 的 起 伏 ) 的 值 在 全 球 范围 内 可 达 100 ЖЕ 
级 , 它 反 映 了 地 球 内 部 密度 异常 结构 ,给 出 了 重力 场 量 7 与 地 球形 状 
几何 量 NN 之 间 最 直接 的 数学 关系 。 

Stokes 公式 的 实用 化 需要 全 球 范围 的 重力 测量 数据 Ag。 地 面 
重力 测量 技术 始 于 伽利略 (Calilee 1564—1642) 发 明 的 重力 摆 。 惠 
更 斯 (Christian Huygens 1629—1695) 于 1656 年 提出 用 重力 摆 测 定 
地 球 表面 重力 的 原理 ,并 于 1673 年 制 成 重力 摆 仪 (Magie, 1935; 
Torge,1989) ,开创 了 用 仪器 测定 重力 的 历史 。 随 着 光电 技术 和 精密 
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机 械 的 发 展 ,到 20 世纪 先后 制 成 了 利用 自由 落体 测定 重力 值 的 绝对 
重力 仪 ,以 及 利用 弹性 机 械 系 统 测定 两 点 之 间 重 力 差 的 相对 重力 仪 ， 
使 大 规模 地 面 重力 测量 得 以 实现 。20 世纪 60 年 代 以 后 ,卫星 大 地 
测量 迅速 发 展 ,通过 精密 测定 卫星 轨道 ,利用 牛顿 的 动力 学 方程 ( 牛 
顿 第 二 定律 ) 可 反 解 地 球 重力 场 参数 。 与 此 同时 ,发 展 了 卫星 对 海 
面 雷 达 测 高 的 技术 ,可 精确 测定 平均 海面 , 即 近似 的 (海洋 区 域 的 ) 
大 地 水 准 面 。 由 于 卫星 重力 测量 技术 的 进展 ,实现 了 全 球 范围 内 中 
长 波 重力 场 的 测定 和 全 球 重力 场 模型 的 建立 。 根 据 位 理论 ,地 球 外 
部 重力 场 可 利用 重力 边 值 问题 ( 又 称 大 地 测量 边 值 问题 ) 求 解 ,得 到 
用 球 谐 隐 数 为 基 涌 数 的 级 数 展开 表示 的 地 球 外 部 引力 位 场 V: 
V(r,0,A) 


= ej + Y [#) Y СС, „созт + 5, ,sinmA) P, ,,(cos@) | 


(1.1.12) 
其 中 , (7r,0,4) 为 计算 点 的 球 坐 标 ( 它 们 分 别 是 径 向 距离 . 余 纬 和 经 
BE), GM 是 地 心 引力 常数 , a 是 赤道 平均 半径 , Crn S, 为 完全 规 
格 化 的 球 谐 系数 ，P, (cos0) 为 完全 规格 化 的 缔 合 Legendre 函数 。 
式 (1.1.12) 即 为 全 球 重力 场 模 型 ,可 用 系数 集合 | C, ,5, ml 表 
示 。 利 用 卫星 重力 测量 数据 解 得 的 重力 场 参 数 通 常 属于 此 集合 。 
应 地 ,正常 引力 位 (由 正常 水 准 椭 球 产 生 ) Vw 模型 可 表示 为 


Кышы = e" - Y ns 2) Pas Cos] (1.1.13) 


其 中 Jan A Pon (cosb) 分 别 为 带 谐 ( 即 阶 为 n, 次 m=0) 系 数 和 带 谐 
Legendre 函 数 ( 半 规格 化 )。 
系数 J, 的 物理 意义 为 
C-A 
» = Ма? 
ЖФ, Co A 分 别 为 地 球 的 极 惯性 矩 ( 相 对 于 z 轴 ) 和 赤道 惯性 和 矩 (4 
相对 于 x* 轴 , В 相对 于 y 轴 ,并 假定 4 = В), Ji 称 为 动力 学 形状 因 


2 2 
РБ E ЖЕ wo_ wh 
子 , 是 地 球 扁 率 f 和 m= = CHF 





(1.1.14) 





的 函数 (Heiskanen and Moritz, 
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1967) : 
2 
Ј = ў - —m -f + l—fm (1. 1.15) 


根据 上 式 ,车 给 定 m, 则 可 由 J 确定 f, 因 此 J, 和 /是 确定 地 球 
形状 的 等 效 参 数 。 目 前 利用 由 卫星 重力 模型 特别 是 激光 测 卫 ( SLR) 
技术 给 出 的 万 已 经 能 精确 确定 六 例如 在 1980 年 全 球 大 地 测量 参 
考 系 (GRS 80) P f =1⁄298. 257。 卫 星 重 力 探测 进一步 精确 地 证 实 
了 地 球 是 一 个 扁 椭 球 形 。 


注释 1.1 我 们 通常 所 说 的 大 地 纬度 gp 是 以 椭 球 面 法 线 为 基准 的 ,也 即 地 理 纬 
B. P 点 的 大 地 纬度 (地 理 纬 度 ) 是 点 的 椭 球 面 法 线 与 赤道 面 的 夹 角 , 见 图 1.1. 

。 有 时 ,为 了 处 理 问题 方便 ,或 作 理 论 问题 研究 ,我 们 也 使 用 地 心 纬度 由 : 已 点 的 
地 心 纬 度 由 是 忆 点 至 地 心 的 连 线 与 赤道 面 的 夹 角 , 见 图 1. 1.4。 地 理 纬度 与 地 心 
纬度 略 有 差异 ,最 大 约 12'。 


注释 1.2 在 1.1.2 节 中 给 出 的 微 段 子午 线 弧 长 公式 (1.1.3) 是 地 理 纬度 的 函 
数 , 并 由 此 公式 说 明了 高 纬度 处 1° 子 午 线 缴 长 大 于 低 续 度 处 Т РАК, E 
给 出 了 18 世纪 弧度 测量 结果 ( 表 1.1.1)。 我 们 在 1.1.2 节 分 析 得 到 的 上 述 关 于 1。 
子午 线 弧 长 的 结论 ,是 基于 地 理 纬 度 与 子午 缴 长 的 关系 ,这 也 是 在 大 地 测量 学 中 普 
遍 采 用 的 。 申 子 字 (2008) 提 出 ,车 采用 地 心 纬度 来 表达 1 子午 线 弧 长 ( 即 地 心 续 
度 变 化 1° 所 对 应 的 子午 线 缴 长 ), 则 会 得 到 相反 的 结论 ,为 此 本 注释 给 出 对 此 论点 
正确 性 的 说 明 。 此 外 ,我 们 用 1980 世界 大 地 坐标 系 采用 的 80 国际 椭 球 参数 ,分 别 
利用 地 理 纬度 和 地 心 纬度 计算 表 1.1.1 中 三 个 纬度 处 (g = 1°31',45°20' 和 66° 
20 ) 相应 的 1" 子午 线 弧 长 ,并 与 该 表 中 给 出 的 曾经 对 地 球形 状 研究 做 出 过 重要 贡 
献 的 测量 结果 作 比 较 ,验证 其 可 靠 性 和 精度 。 
设 有 平面 直角 坐标 系 ,原点 O AWIR P ‚у 轴 与 短 轴 重合 指向 “北极 " ,xz hh XI 
横 轴 位 于 赤道 面 内 ,于 是 ,O - xy 平面 与 顶 球 面 的 截 线 为 封闭 椭圆 (参见 图 1. 1.4)， 
其 方程 可 表示 成 
x = гсоѕф 
y = rsing (1.1.16) 
其 中 ,= 为 地 心 距 , 申 为 地 心 纬度 。 因 为 
x 


ptu C1. 1.17) 


a 








由 式 (1.1.16) 和 式 (1.1.17) 可 得 — 


= 
a 1 — e 


r = 一 一 一 -一 一 一 (1.1.18) 


М1 ~ ecos $ 
了 
&Ф Qe “为 彬 国 第 一 偏心 率 。 于 是 ,祖国 方 程 可 写成 
axl = e cosh 
М1 -ecos 由 


= as! -esing (1.1.19) 
М1 - e` cos" $ 





因为 
dx a /1 - esing 


dé =- G- e! cos! $) 7 
dy _ a V1 - e (1 - e')cosó (1.1.20) 








4ф (1 - ecos $) 
асе 2 < 
dl = Vdx + dy (1.1.21) 
由 式 (1.1.20) 和 式 (1.1.21) 可 得 ( 申 子 宇 ,2008 ) 
PERS J| -e&à[1- 2e cos d + eo фт gg (1.1.22) 
(1 — е cos 中 ) 
现 采 用 80 国际 椭圆 参数 ,a =6378137m ,es =0. 0066943800229 ,并 将 它们 代入 
式 (1.1.22), 可 计算 当中 取 不 同 值 时 ,子午 线 的 缴 长 ( 即 在 地 心 纬度 申 处 A =1° 所 
对 应 的 子午 线 弧 长 Al) ,计算 结果 表明 , 随 着 地 心 纬度 的 增加 , 1° 子午线 缴 长 减 小 
(参见 图 1. 1.4)。 若 考察 弧 长 随地 心 纬度 的 变化 曲线 ,可 令 


d! a V1l-el[l -2e соф + e'soc^$]' ^ 
d (1 асов) (1.1. 23) 








Аф) = 


由 此 可 得 到 人 = 用 中 ) lC & (5 М E 变化 率 ) de BL 15 所 示 。 


分 别 采用 地 理 纬度 和 地 心 纬度 计算 三 个 纬度 处 (地 理 纬度 p=1°%31',45°20' 和 
66°20') 相应 的 1" 子午线 弧 长 ,并 与 历史 测量 结果 作 比 较 , 结 果 如 表 1.1.2 所 示 ( 申 
子 字 ,2008) 。 


14 ”相对论 与 相对 论 重力 测量 
m 








# 1.1.2 


图 1.1.4 参考 椭 球 子午 圈 


分 别 以 地 理 和 地 心 纬度 为 准 的 1" 子午 线 弧 长 与 法 
国 科学 院 18 世纪 测量 结果 比较 (RFF, 2008) 



































地 区 pru = 巴黎 秘鲁 
地 心 纬度 66°11 45°8° 1°31° 
^E 地 理 纬度 66°20 45°20° 1°31° 
1° 子 午 线 地 心 纬度 | 111007. 18 111132. 13 | 111319.23 
ДЕА (т) | 地 理 纬度 111512. 23 111138. 29 110575. 06 
法 国 18 世纪 测量 值 (m) 111918 111116 110604 
理论 值 与 18 世纪 | 地 心 纬度 -911 +16 +715 
实测 值 之 差 (m) | 地 理 纬 度 - 406 +22 -29 





AGE 1.1.2 可 以 看 出 ,尽管 理论 值 与 实测 值 相差 较 大 ,但 以 地 理 纬度 度量 的 结 
果 与 实测 值 符合 得 较 好 。 计 算 还 表明 ( 申 子 字 ,2008) ,以 地 心 纬度 由 为 准 ,1° 地 心 
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图 1.1.5 子午 线 弧 长 随地 心 纬度 的 变化 曲线 


纬度 对 应 的 子午 线 颖 长 由 赤道 到 北极 依次 由 长 变 短 , 纬 度 45° 处 比 赤 道 处 短 0.5 
m, fb. 90* 4b ye de iÉ At Ж 373.2 m, 星 非 线性 变化 ,但 与 用 地 理 纬 差 Ag 对 应 的 子午 
MK А! 变化 规律 相反 ; 后 者 45° 处 比 赤 道 处 长 557.5 m, £k E 90? АША К 
1119.7 m, 比 45° 处 长 562,2 m。 因 此 ,以 地 理 纬 度量 度 , 由 闵 道 到 北极 1° + + SX DÁ 
长 依次 由 短 变 长 ;以 地 心 纬度 量度 ,由 赤道 到 北极 1" 子 午 线 弧 长 依次 由 长 变 短 。 这 
一 结果 验证 了 申 子 宇 (2008) 提 出 的 观点 , 即 随 着 地 心 纬 度 的 增 大 ,所 对 应 的 1° + 
年 线 弧 长 逐渐 减 小 ;这 也 是 非 大 地 测量 专业 人 员 通 常理 解 的 1? 子午 线 弧 长 的 含义 ， 
йр 1? 地 心 角 所 对 的 弧 长 。 

从 本 质 上 讲 , 只 要 考察 曲率 半径 ( 即 密切 圆 半径 ) 随 纬度 (无 论 是 什么 纬度 ) 的 
变化 即 可 得 知 是 高 三 球 或 长 搞 球 :如 果 随 着 纬度 的 增 大 ,曲率 半径 也 逐渐 增 大 ， 则 
为 扁 椭 球 ( 如 图 1.1.2a); 如 果 随 着 纬度 的 增 大 ,曲率 半径 逐渐 减 小 , 则 为 长 椭 球 
(如 图 1.1.2b)。 不 过 ,由 于 地 球 的 曲率 半径 不 能 直接 测定 ,这 种 理论 上 的 推演 也 
就 不 能 直接 用 于 检验 地 球 究竟 是 扁 桶 球 还 是 长 丁 球 。 在 空间 大 地 测量 出 现 以 前 ， 
实际 上 能 测量 的 量 是 用 三 角 测 量 法 测定 一 段 缴 长 ,以 及 用 天 文 测量 法 测定 一 点 的 
地 理 纬度 ,后 者 可 换算 为 地 心 纬 度 。 显 然 , 当 时 是 按 1 子午 线 颖 长 随地 理 纬度 变化 
的 规律 来 检验 地 球 椭 球 的 形状 的 。 如 果 杀 用 地 心 纬度 ,就 应 按 与 采用 地 理 纬 度 相 
反 的 规律 验证 地 球 是 否 扁 椭 球 。 
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1.1.3 惯性 大 地 测量 与 空间 大 地 测量 的 兴 


惯性 大 地 测量 是 20 世纪 70 年 代 出 现 的 一 门 新 的 应 用 技术 , 它 
在 大 地 测量 以 及 军事 .导航 等 领域 有 重要 的 应 用 。 惯 性 大 地 测量 的 
基本 原理 是 通过 惯性 元 件 ( 比 如 陀螺 仪 . 加 速度 计 等 ) 感应 载体 (如 
汽车 .船舶 、 飞 机 等 ) 在 运动 过 程 中 的 加 速度 ,通过 对 加 速度 进行 两 
次 积分 从 而 获得 位 置信 息 ( 祝 永 刚 , 徐 正 扬 ,1989; 董 绪 荣 等 ,1998 ) 。 
惯性 大 地 测量 的 特点 是 速度 快 ,但 精度 相对 较 低 。 

在 惯性 测量 中 ,由 于 载体 处 于 运动 状态 ,惯性 元 件 除 了 感应 惯性 
为 的 作用 之 外 ,还 感应 到 引力 的 作用 ,这 两 种 力 是 混合 在 一 起 的 , 难 
以 分 辨 尽管 采用 滤波 技术 可 以 大 部 分 地 消除 引力 影响 ,但 毕 竞 不 
能 将 引力 全 部 滤 掉 。 因 此 ,在 惯性 测量 中 面临 的 一 个 重要 问题 是 :如 
何 将 引力 与 惯性 力 分 离 。 著 名 大 地 测量 学 家 Moritz ( 1968; 1981; 
1985;1990) 曾 研究 过 这 个 问题 。 

空间 大 地 测量 (主要 包括 ,其 长 基线 干涉 测量 VLBI, PEREN 
BE SLR ,卫星 多 普 勒 定位 ,全 球 定位 系统 GPS 等 空间 定位 技术 ,也 包 
括 卫星 海洋 雷达 测 高 SRA 和 卫星 跟踪 卫星 SST 等 卫星 重力 技术 ) 是 
20 世纪 60 ~ 80 年 代 及 本 世纪 初 形成 的 一 门 新 学 科 , 将 其 妇 入 大 地 
测量 学 范畴 ,是 因为 它 的 主要 研究 内 容 是 通过 对 卫星 和 河 外 射电 源 
的 观测 ,解决 大 地 测量 中 的 问题 ,诸如 全 球 坐标 参考 框架 的 建立 , 精 
密 测定 地 面 点 的 位 置 ,基线 的 长 度 , 地 壳 和 板块 的 运动 ,地 球 的 形状 
和 大 小 ,地 极 移动 ,地球 外 部 重力 场 及 其 随时 间 的 变化 ,大 地 水 准 面 
的 起 伏 ,等 等 ( 沈 镜 祥 等 ,1981) ,但 其 应 用 范围 却 涉及 整个 地 球 科学 
领域 。 在 短 短 的 40 多 年 中 ,空间 大 地 测量 发 展 极为 迅速 ,对 大 地 测 
量 学 乃至 整个 地 球 科学 产生 了 重大 和 深远 的 影响 。 





1.2 Hb HEARTS р 


1.2.1 光速 恒定 原理 
在 历史 上 ,对 于 光 究 竟 是 粒子 还 是 波 这 个 问题 ,一 直 存 在 着 激烈 
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的 争论 。 惠 更 斯 (1690) 是 光 的 波动 说 的 支持 者 。 他 认为 : 光 是 通过 
以 太 传 播 的 ,以太 遍布 整个 空间 并 以 振动 或 冲动 所 引起 的 某 种 弹性 
作用 而 充分 自由 地 穿 过 物体 。 著 名 的 惠 更 斯 原理 就 是 建立 在 上 述 假 
定之 上 的 。 惠 更 斯 原理 指出 :光波 在 传播 时 ,产生 波 的 物质 的 每 个 质 
点 不 仅 将 运动 传 给 从 发 光 点 开始 所 画 的 直线 上 的 下 一 个 质点 ,而 且 
要 传 给 与 之 接触 的 以 及 与 其 运动 相对 抗 的 其 他 一 切 质点 ;结果 是 ,在 
每 一 质点 的 周围 ,产生 了 以 该 质点 为 中 心 的 波 。 

牛顿 (1672) 曾经 对 光学 进行 过 系统 的 研究 ,他 的 研究 暗示 了 光 
的 微粒 性 。 由 于 牛顿 在 科学 界 中 卓越 的 地 位 ,粒子 说 曾 支配 物理 学 
一 百 多 年 ,直到 1803 4E , Young 发 表 了 题 为 《关于 物理 光学 的 实验 和 
计算 》 一 文 ( Magie,1935), Young 的 研究 表明 , 光 是 一 种 波 。 他 用 波 
动 说 成 功 地 解释 了 光 的 干涉 现象 ,而 这 种 现象 用 粒子 说 无 法 解释 。 
于 是 ,物理 学 家 又 普遍 认为 , 光 是 一 种 波 ,其 传播 需要 借助 以 太 作为 
媒介 。 为 了 解释 所 观测 到 的 一 系列 光 现 象 ,对 以 太 必 须 作 种 种 假定 。 
然而 ,任何 企图 测定 这 种 以 太 的 实验 总 是 以 “失败 ”而 告终 (Einstein ， 
1905), 。 最 著名 的 实验 莫 过 于 迈克 尔 逊 和 莫 雷 (Michelson and Mor- 
ley,1887) Xo Xi 9L gH Rm SE RTE 1887 年 做 了 一 个 干涉 实验 ,其 
意 是 检测 地 球 相 对 于 以 太 的 漂移 速度 。 如 果 以 太 存在 ,地球 在 以 太 
海洋 中 运动 ,那么 ,迈克尔 逊 - 莫 雷 实验 所 预期 的 结果 将 是 干涉 条 纹 
发 生 移动 ,但 实验 结果 是 否定 的 。 不 过 ,如 果 假 设 以 太 具 有 Lorentz 
收缩 性 质 , 则 可 以 解释 这 个 实验 (Lorentz,1895 ,1904) ,但 这 个 附加 条 
件 使 物理 学 家 难以 接受 ,因为 关于 以 太 的 假定 太 多 了 。 关 于 光 究 竟 
是 粒子 还 是 波 的 问题 ,目前 比较 普遍 的 看 法 是 : 光 既 是 粒子 也 是 波 ， 
即 光 具有 波 粒 二 象 性 。 这 是 量子 力学 玻 尔 (Bohr) 学 派 的 观点 ( 玻 
26,1983; 1 уж Р ,2000,2001), 

由 于 迈克尔 逊 - 莫 雷 实验 在 光学 发 展 史 上 具有 重要 作用 ,下 面 简 
述 其 要 点 。 

图 1.2.1 是 迈克 尔 逊 - 莫 雷 实验 示意 图 。 光 源 S 发 出 的 一 东区 
在 4 点 由 半 透 明 反 射 镜 分 成 两 束 , 一 束 光 在 干涉 仪 中 由 4 向 C f£ 
播 ,经 C 点 的 平面 镜 反射 又 返回 到 4 ,最 后 经 4 反射 到 屏幕 ( 即 图 示 
中 下 面 的 位 置 ) ; 另 一 东 光 则 由 4 反射 到 8B, 经 8 反射 回 到 4, 最 后 经 
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A 透射 到 达 屏 幕 。 这 样 ,两 束 光 在 屏幕 上 形成 干涉 条 纹 。 由 干涉 原 
理 可 知 , 干 涉 条 纹 由 两 束 光 在 干涉 仪 两 个 辟 中 传播 的 时 间 差 ( 即 光 
程 差 ) 决 定 。 假 定 4C =1,, AB =1, ,以太 漂移 的 速度 wv 为 C4 方向 。 于 
是 , 沿 4C 方 向 的 光速 是 c-v, 沿 C4 方向 的 光速 是 c +v, 沿 4B 和 BA4 方 
向 的 光速 均 为 Veoz v^. Edu ,第 一 束 光 从 4 到 C 再 回 到 À 所 花费 的 
时 间 为 


l l 2cl 
H = l +- = “i (1.2.1) 








图 1.2.1 迈克 尔 逊 - 莫 雷 实验 示意 图 .3 是 光源 ,4 是 半 透 明 反 射 镜 , B 
ЖСБ ЯНЕ, 和 4 分 别 是 4 至 C 和 4 至 B 的 距离 


第 二 束 光 从 A 到 B 再 回 到 4 所 用 的 时 间 为 
21, 








i, = ; ; (1.2.2) 
两 束 光线 重新 会 合 时 的 时 间 差 是 
l, L 
T са = (1.2.3) 
2 yT 


将 干涉 仪 在 图 示 平 面 内 按 顺 时 针 方 向 转动 90" ,这 时 ,以 太 漂 移 方向 
平行 于 AB 连 线 ,因此 ,两 束 光 的 时 间 差 是 
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Аг’ -2 SO = (1.2.4) 
c "gd 1 = 
由 此 可 得 干涉 仪 转动 前 后 的 时 间 差 改变 量 为 
1 1 
t = At A!' ui 12 — + 
c 773 1 - 一 C C 
C c 
(1.2.5) 
相应 的 干涉 条 纹 移动 量 为 
c, lh thy? 
А = — Š = — (>) (1.2.6) 


其 中 À 是 光波 的 波长 。 

由 方程 (1.2.6) 可 以 看 出 ,如 果 以 太 理 论 成 立 ,那么 ,迈克尔 逊 
莫 雷 实验 理应 检测 出 地 球 相 对 于 以 太 的 运动 速度 。 但 实验 没有 发 现 
条 纹 移 动 。 于 是 ,以 太 说 面临 着 严重 的 困难 。 如 果 假 定 以 太 不 存在 ， 
情况 会 怎样 呢 ? 就 迈克 尔 逊 - 莫 雷 实验 而 言 ,地 球 局 部 是 一 个 很 好 的 
惯性 系 ,在 惯性 系 中 ,一 束 光 的 传播 速度 应 该 是 不 变 的 ,正如 一 个 勾 
速 直 线 运 动 的 物体 会 一 直 保 持 这 种 运动 速度 一 样 ,只 要 它 不 受 其 他 
外 力 的 作用 。 就 地 球 实验 室 范围 而 言 ,任何 静止 光源 所 发 射 的 光 的 
速度 应 该 是 一 样 的 , 记 为 c( 真 空中 光速 ) ,这 个 速度 正 是 麦克 斯 韦 
( Maxwell, 1831—1879 ) 所 预言 的 真空 中 的 电磁 波 速 度 (Maxwell, 
1865), TÆ ,迈克尔 逊 - 莫 雷 实验 的 零 结 果 是 假定 以 太 不 存在 情况 
下 的 必然 推论 。 尽 管 迈 克 尔 逊 - 莫 雷 实验 对 放弃 以 太 说 起 关键 性 的 
作用 ,但 对 光速 恒定 原理 却 起 不 了 什么 作用 。 如 果 假 定 光 速 如 普通 
物体 的 运动 速度 一 样 ,具有 普通 意义 下 的 矢量 合 加 性 (弹射 说 ) , 那 
么 ,仍然 可 以 解释 迈克 尔 逊 - 莫 雷 实验 。 但 弹射 说 当时 通 到 了 一 个 困 
难 , 无 法 解释 双星 观测 现象 。 双 星 实 验 的 大 意 如 下 ( 张 元 仲 ,1979): 

假定 双星 S, 和 S, 在 一 条 绕 其 系统 质心 的 圆 形 轨道 中 运动 。 在 
ti 时刻 ,51 在 4 点 ,其 切 向 速度 的 方向 指向 地 球 。 如 果 假 设 此 时 S, 
发 出 的 光 信 号 的 速度 是 c+z( 即 假定 弹射 说 成 立 ) ,那么 ,相对 于 地 
球 上 的 观察 者 来 说 ,这 个 光 信 号 将 在 者 时 刻 到 达 地 球 : 
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ty = tí + (1.2.7) 


c + 
其 中 工 是 地 球 到 双星 的 距离 。 

设 了 是 星 从 4 点 运动 到 有 点 ( 见 图 1.2.2) 所 用 的 时 间 , 即 半 周 
期 。 因 S, 星 在 中 点 的 切 向 速度 背离 地 球 ( 按 照 弹射 说 ) ,相对 于 地 
球 而 言 , S, 在 8 点射 向 地 球 的 光 信号 应 以 c — v 的 速度 传播 ,这 个 光 
信号 到 达 地 球 的 时 刻 为 


S 


1 


图 1.2.2 双星 观测 图 . 5, 和 S, 是 绕 某 个 公共 质心 旋转 的 双星 系统 ; 
在 4 处 ,光源 S, 发 射 的 光束 与 双星 旋转 的 方向 相同 ,在 В 
处 ,光源 S, 发 射 的 光束 与 双星 旋转 的 方向 相反 





ti = t, +T + (1.2.8) 


C — 0 
由 方程 (1.2.7) 和 方程 (1.2.8) 可 以 求 得 ,相对 于 地 球 上 的 观测 者 来 
W, S, 星 在 双星 轨道 中 运动 的 半 周 期 是 
Ti =ti—- t= T+r (1.2.9) 
其 中 


r=- 2 201 (1.2.10) 


c-v ctv e-r c? 





现在 考察 另 一 颗 星 So BETE t, 时 刻 它 在 有 点 ( 见 图 1.2.2)， 
其 切 向 速度 背离 地 球 ,类 似 于 S, 星 的 情况 ,在 地 球 上 接收 到 这 颗 星 
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于 8B 点 射 向 地 球 的 光 到 达 地 球 的 时 刻 为 


= + (1.2.11) 


同样 , S, 到 达 4 点 的 时 刻 是 0, + 了 ,此 时 它 发 出 的 光 到 达 地 球 的 时 刻 
应 是 





t = t, + T + " (1.2.12) 
所 以 ,对 地 球 上 的 观察 者 来 说 , So 在 双星 轨道 中 运动 的 半 周 期 是 
Ta = t5-t3=T-r (1.2.13) 


其 中 7 由 方程 (1.2. 10) 给 出 。 

方程 (1.2.9) 和 方程 (1.2.13) 表 明 ,如果 光速 与 光源 的 速度 是 
相 加 的 (弹射 说 ) ,那么 ,地球 上 的 观测 者 就 会 发 现 双星 的 一 个 成 员 
的 半 周 期 是 了 +7, 而 另 一 个 的 半 周 期 是 7-7, 两 颗 星 的 半 周 期 之 差 
2r 正比 于 上 ,但 实际 观测 结果 与 此 不 符 (De Sitter,1913a,b)。 

放弃 弹射 说 就 意味 着 接受 如 下 的 结论 :光速 与 光源 的 运动 状态 
无 关 。 这 个 结论 在 当时 已 得 到 双星 实验 的 支持 。 但 要 找到 更 多 的 实 
验证 据 是 很 困难 的 (当然 ,狭义 相对 论 创立 之 后 ,出 现 了 不 少 新 的 证 
18). 

实际 上 ,光速 恒定 原理 包括 两 个 内 容 : 一 是 在 惯性 系 (或 真空 ) 
中 ,静止 光源 发 射 的 光 的 速度 为 一 普 适 常量 c; 二 是 光速 与 光源 的 运 
动 状 态 无 关 。 简 单 地 说 ,在 惯性 系 (或 真空 ) 中 ,无论 光 源 是 处 于 甫 
止 状态 还 是 运动 状态 ,所 发 出 的 光 的 传播 速度 是 恒定 值 。 


1.2.2 相对 性 原理 与 狭义 相对 论 


HE 1589 年 ,伽利略 就 提出 了 相对 性 原理 :对 于 作 相 互 义 速 直 
线 运动 的 任意 两 个 参考 系 大 和 天 ' 来 说 ,无 论 在 哪个 参考 系 中 考察 ， 
物理 学 规律 完全 相同 。 由 于 在 当时 , 尚 不 存在 电磁 学 ,因此 ,后 人 把 
贫 利 略 相 对 性 原理 局 限于 力学 体系 。 直 到 1904 E, 9 JU #0 
(Poincsre) 在 一 次 科学 报告 会 上 提出 ,相对 性 原理 应 该 对 整个 物理 
学 都 有 效 ( 彭 加 勒 ,2003 ,原作 中 译本 ) 。 紧 接着 , 爱 因 斯 坦 (Einstein ， 
1905 ) 在 他 的 著名 论文 “ 论 运 动物 体 的 电动 力学 "中 提出 了 两 条 假 
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设 : 光 速 恒定 假设 和 狭义 相对 性 假设 。 根 据 这 两 条 假设 , 爱 因 斯 坦 对 
时 间 观 念 进行 了 重新 分 析 诠 释 , 推 演出 了 洛 伦 兹 (Lorentz) 变 换 ( 详 
见 第 2 章 ) ,而 整个 狭义 相对 论 均 以 洛 伦 兹 变换 为 基础 。 比 如 ,根据 
洛 伦 兹 变换 ,可 以 推论 出 运动 时 钟 变 慢 、 运 动量 杆 收 缩 、 同 时 性 的 相 
对 性 、 横 向 多 普 勒 频 移 等 一 系列 相对 论 效应 。 


1.2.3 牛顿 引力 理论 与 等 效 原理 





牛顿 在 其 名 著 《 自 然 哲 学 的 数学 原理 》 一 书 中 把 引力 定义 为 
( Newton ,1687; 牛 顿 ,1992, 中 译本 )“ 按 其 所 包含 的 物质 数量 ,向 各 
方 传 播 到 无 限 远 ,并 总 是 与 距离 的 平方 成 反比 减 小 。 用 数学 形式 表 
达 就 是 





r (1.2.14) 


其 中 , G 是 引力 常数 ,W 是 中 心 天 体质 量 ,r 是 质量 为 m 的 物体 至 中 
心 天 体 的 矢 径 , 其 模 量 记 为 7。 anten te paq 


F = mg (1.2.15) 
但 牛顿 十 分 清楚 ,引力 定律 中 出 现 的 质量 т 与 牛顿 第 二 运动 定律 
Е = ma (1.2.16) 


中 出 现 的 т 可 能 并 不 相等 ,其 中 a EEH F 的 作用 下 物体 所 获得 的 
加 速度 。 为 此 ,就 有 了 “引力 质量 "与 “惯性 质量 "之 分 。 将 引力 定律 
中 出 现 的 质量 规定 为 引力 质量 m ç ,将 牛顿 第 二 定律 中 出 现 的 质量 规 
定 为 惯性 质量 mj, 上 述 两 式 可 表示 为 

F = mog (1.2.17) 

Е =та (1.2.18) 

假定 有 一 质点 т 处 于 引力 场 g 中 , 它 受 到 的 力 ( 引 力 ) 由 方程 

(1.2.17) 给 出 。 在 这 个 力 的 作用 下 ， css 动 规律 由 牛顿 第 二 定律 
(1.2.18) 给 出 。 于 是 

та = mcg (1.2.19) 
或 
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а = “g (1.2.20) 
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ШЖ mc 与 m, 的 比值 不 是 恒定 的 ,那么 ,对 于 由 不 同 质料 构成 的 物 
体 ,其 加 速度 将 有 所 不 同 。 牛 顿 对 此 做 了 实验 ,其 结果 表明 在 10 7? 
的 精度 范围 内 没有 差别 。 贝 塞 尔 (Bessel) 于 1830 年 更 精确 地 证 实 
了 这 个 结果 (mc/mj 的 差别 不 大 于 2 x10-5)。1889 年 , 奥 特 瓦斯 
《Estv6s) 成 功 地 证 明了 ,对 于 各 种 不 同 的 物质 ,mc/mj 的 差别 不 大 
于 10 -9?。 近 代 , 又 有 不 少 学 者 (Dick and Strayer, 1984; Dabbs et al., 
1965 ; Witteborn and Fairbank ,1967 ; Braginsky and Panov ,1972;Adelberg- 
er et al., 1990; Nobili et al., 2000; Lockerbie , 2000; Nordtvedt, 2000; 
Mester et al., 2001; Blaser, 2001; Touboul et al., 2001; Worden et al.， 
2001;Pradels and Touboul,2003 ; Trenkel and Speake , 2003 ; I; 3& , 2005 ) 
对 引力 质量 与 惯性 质量 是 否 相等 的 问题 进行 了 实验 检验 , 其 结果 表明 
fg 1071 — 10 ”的 精度 水 平 上 看 不 出 тт, ЯМИ, 参见 表 1.2.1. 

上 述 实验 在 一 定 的 精度 水 平 上 验证 了 引力 质量 与 惯性 质量 的 等 
效 性 ( 即 验证 了 一 切 粒 子 均 以 相同 的 加 速度 下 落 )。 因 此 ,已 有 充分 
的 理由 认为 ,引力 质量 与 惯性 质量 相等 。 这 就 是 通常 所 说 的 “等 效 
原理 ”。 等 效 原 理 的 发 现 应 当归 功 于 伽利略 。 他 通过 著名 的 思想 实 
验 .比萨 斜 塔 实 验 以 及 光滑 斜 板 实验 证 实 了 落体 的 速率 与 其 质量 无 
X ,摆脱 了 亚 里 士 多 德 的 论断 ( 重 物体 比 轻 物 体 下 落得 快 一 些 ) 长 达 
一 千 八 百 多 年 的 统治 ,尽管 伽利略 当时 并 没有 意识 到 引力 质量 与 惯 
性 质量 之 间 的 区 别 。 这 里 需要 指出 ,伽利略 当初 很 有 可 能 只 进行 了 
思想 实验 (Hawking,1990) ,因为 通过 简单 的 推理 即 可 证 明 , 亚 里 士 
多 德 的 论断 是 错误 的 ;而 且 , 只 有 当 所 有 物体 的 下 落 速 度 相 同时 才能 
得 到 理性 推理 的 一 致 性 ( 申 文 研 ,2005) ,其 推理 过 程 非常 简明 :设想 
将 两 个 物体 捆绑 在 一 起 ,分别 考察 每 一 个 物体 的 下 落 速度 和 捆绑 在 
一 起 的 物体 的 下 落 速 度 ; 利用 反 证 法 即 可 证 明 , 任 何 物体 在 任意 固 
定 的 时 刻 都 应 具有 相同 的 下 落 速 度 。 看 起 来 ,一 个 物体 的 引力 质量 
必定 与 惯性 质量 相等 ,或 者 它们 具有 恒定 的 比例 系数 。 不 过 ,我 们 还 
不 能 作 最 终 断 言 ,因为 ,如 果 仅 仅 惯 性 质量 (而 不 是 引力 质量 ) 随 着 
运动 速度 的 增加 而 增 大 ( 申 文 斌 ,1994) ,那么 ,伽利略 的 结论 仍然 成 
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М. ,但 等 效 原理 不 一 定 能 成 立 。 为 此 ,科学 家 一 直 在 进行 检验 等 效 原 
理 的 实验 。 促 使 我 们 产生 这 一 想法 ( 即 等 效 原理 有 可 能 失效 ) 的 原 
因 如 下 :真空 不 空 , 在 现实 中 不 存在 无 物质 的 绝对 真空 ,因而 (有 物 
理 意 义 的 ) 空 间 对 运动 粒子 应 该 有 阻碍 ,致使 惯性 质量 随 运 动 速度 
的 增加 而 增 大 (注意 惯性 质量 由 牛顿 第 二 定律 定义 ) ,但 运动 速度 并 
不 影响 引力 质量 。 若 果真 如 此 ,我们 又 回 到 了 “推广 的 ” 亚 里 士 多 德 
的 断言 :在 同等 体积 的 前 提 下 , 较 重 的 物体 下 落得 快 一 些 。 

牛顿 的 引力 理论 可 以 解释 众多 的 自然 现象 (Newton,1687), 特 
别 是 在 解释 地 月 系统 以 及 天 体 运动 规律 方面 取得 了 一 系列 辉煌 的 成 
功 。 基 于 牛顿 引力 理论 ,康德 提出 了 潮汐 摩擦 概念 (Kant,1754), 成 
功 地 解释 了 月 球 轨道 的 逐渐 扩张 。 牛 顿 引力 理论 还 预言 了 海王 星 的 
存在 并 得 到 了 天 文 观 测 的 证 实 。 然 而 ,在 牛顿 引力 理论 取得 辉煌 成 
功 的 同时 ,天文 观测 发 现 了 难以 用 牛顿 引力 理论 解释 的 现象 。Le- 
Verrier 于 1859 年 通过 观测 和 计算 发 现 ,水星 近 日 点 的 实际 进 动 ( 即 
水 星 轨道 面 的 缓慢 转动 ) 比 按照 牛顿 理论 从 其 他 行星 的 已 知 摄 动 中 
预期 的 值 每 百年 快 大 约 43" (Newcomb,1882) 。 尽 管 后 来 有 人 利用 黄 
道光 模型 ( 即 由 位 于 接近 太阳 黄道 面 上 的 物质 造成 黄道 光 的 模型 ) 
可 以 解释 水 星 近 日 点 的 剩余 进 动 (Rosser,1971) ,但 天 体 物 理学 的 研 
究 表明 ,并 不 存在 足够 的 星际 物质 可 以 解释 所 观测 到 的 水 星 剩余 进 
动 。 这 表明 ,或 者 还 存在 某 种 非 引 力 的 东西 ,或 者 牛顿 引力 理论 只 
近似 成 立 。 不 过 ,近年 出 现 了 瞳 物质 假设 (李宗伟 ,2000; Navarro et 
aL, 1996) :宇宙 中 的 大 部 分 物质 (预计 80% 左右 ) 是 看 不 到 的 。 如 
果 这 一 假设 成 立 ,那么 ,大 部 分 甚至 全 部 物理 学 定律 都 将 受到 新 的 挑 
战 。 


表 1.2.1 检验 引力 质量 与 惯性 质量 等 效 的 实验 结果 ( 引 自 后 英 ,2005 ) 














年 代 研究 者 精度 方法 
- 1686 | Newton 107 | 单 摆 
~ 1832 | Bessel 2 x 10 "° | 单 摆 
~ 1910 Southerns 5x10^* #8 
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续 表 
年 代 研究 者 灵敏 度 方法 
~ 1922 Eötvös et al 5x10^? HFK 
~ 1923 Potter 3x107 单 摆 
~ 1935 Renner 2х10°° | TER 
- 1964 Dick et al 3x107" # fk 
~ 1972 Braginsky et al 107” TER 
~ 1976 Shapiro et al 107" 激光 测 距 
~1979 Keiser and Faller 4x107" 液体 
~ 1987 Niebauler et al 107" 自由 落体 
- 1989 BE Heckel et al T 107" TER 














1.2.4 非 欧 几 何 


欧 几 里 得 几何 的 基础 是 5 条 公设 。 在 1.1.1 节 已 经 指出 , 欧 几 
里 得 几何 学 体系 是 由 5 条 公设 演绎 出 来 的 。 前 4 条 公设 似乎 是 不 证 
自明 的 , 唯 有 第 5 条 公设 不 如 前 4 条 明显 。 两 千 多 年 来 ,为 了 纯化 欧 
几 里 得 体系 ,几何 学 家 们 一 直 试 图 证 明 第 5 条 公设 是 多 余 的 ,但 结果 
总 是 以 失败 而 告终 。 实 际 上 ,和 欲 证 明 第 5 条 公设 是 其 他 4 条 公设 的 
逻辑 推演 结果 是 不 可 能 的 ,因为 存在 这 样 的 非 欧 几何 , 它 满足 欧 几 里 
得 几何 的 前 4 条 公设 ,但 不 满足 第 5 条 公设 ,如 黎 曼 (Riemann) JL 
何 。 这 表明 ,第 5 条 公设 不 可 能 由 前 4 条 公设 导出 ,否则 ,包容 了 前 4 
条 公设 的 非 欧 几 何 又 必须 包容 第 5 条 公设 ,这 是 矛盾 的 。 近 代 , 有 人 
(ЖЕР ,1989) Pi ERUEBH T EXJL E (328 5 条 公设 可 以 由 前 4 条 公设 导 
出 。 但 根据 前 面 的 推理 ,这 是 不 可 能 的 。 

非 欧 几何 最 先 由 高 斯 (Gauss,1824) , 2 E19] X Sp 3E (Lobachevs- 
ki,1826) 以 及 Bolyai(1832) 各 自 独立 地 发 现 (Weinberg,1972)。 他 们 
发 现 了 二 维 人 负 常 曲率 空间 ,在 这 种 空间 里 通过 给 定点 可 以 作 无 限 多 
条 直线 平行 于 任意 一 条 事先 给 定 的 直线 。 但 在 欧 几 里 得 空间 中 ,第 
五 条 公设 的 一 个 等 价 表述 是 : 通过 任 一 给 定点 只 能 作 一 条 直线 平行 
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于 一 给 定 直 线 (Weinberg,1972)。 高 斯 (1827) 区 分 了 曲面 的 内 在 性 
质 ( 即 与 高 维 空间 无 关 ) 与 外 在 性 质 ( 即 它 在 较 高 维 空间 中 的 内 入 )， 
并 认识 到 ,曲面 的 内 在 性 质 具 有 本 质 性 的 意义 ,而 描述 曲面 的 内 在 性 
质 主要 靠 度 规 函数 。 高 斯 的 巨大 贡献 是 挑选 出 了 一 类 特殊 的 度 规 函 
数 空间 (Weinberg,1972), 它 不 仅 包 括 了 高 斯 、Bolyai 和 Lobachevski 
空间 ,而 且 还 包括 了 通常 的 曲面 。 高 斯 假定 : 在 空间 任 一 足够 小 的 
区 域内 部 能 找到 一 个 局 部 欧 几 里 得 坐标 系 £, €, E 48 ЛЕЛЕ $F N 
(£i £3) (6, *d£,, £4 + d£;) 的 两 点 之 间 的 距离 ds 满足 毕 达 哥 拉 
斯 定理 
ds? = dé? + 45 (1.2.21) 
如 果 我 们 选 定 任意 其 他 坐标 系 (%i s TRECE LES) CQ x) Z Bl h 
éi = 4(x,,55), £; = É, (xr ,x2) (1.2.22) 
联系 ,那么 ,不 难 算出 , (xie ) S (xi + dai, хо + das) Z BO PE ЕР 
由 下 式 给 出 
ds? = g,, dx] + 2g,2dx dx, + g22dx2 (1.2.23) 
其 中 





ll 


xi? Ox, 0x! Ox; 
(36? рд 
£n = (2) (2) (1.2.24) 
АЕ BE (РИ) ,表征 了 空间 特性 ,距离 ds? 不 随 参 考 系 的 选取 而 变 。 
这 里 的 概念 ,与 广义 相对 论 中 由 局 部 惯性 坐标 系 向 一 般 坐 标 系 中 的 
转换 极为 类 似 ( 见 第 3 章 )。 

把 高 斯 的 工作 推广 到 高 维 (空间 维 数 大 于 2) 并 非 易 事 。 此 问题 
在 1854 年 由 黎 曼 完全 解决 。 随 后 ,Christoffel, Ricci, Levi-Civita, Bel- 
паті 等 人 把 黎 曼 的 观念 发 展 成 完美 的 数学 结构 ,这 在 第 3 章 中 要 加 
以 阐述 。 当 爱 因 斯 坦 (1905 一 1916 ) 创立 广义 相对 论 时 ,实际 上 手边 
有 现成 的 黎 曼 几何 可 供 使 用 。 在 第 3 章 将 会 看 到 ,将 相对 论 理论 解 
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释 为 空间 几何 弯曲 理论 完全 就 是 歼 曼 几何 的 再 现 ( Weinberg,1972)。 
不 过 ,现实 是 否 如 此 , 尚 不 能 完全 断言 ,需要 大 量 的 实验 检验 。 


1.3 ”相对论 天 地 测量 概述 


大 地 测量 学 的 基本 任务 是 以 尽 可 能 高 的 精度 测量 某 个 待定 的 对 
象 ( 包 括 基于 初始 测量 数据 导出 的 量 ) ,比如 两 点 之 间 的 距离 ( 边 长 、 
基线 长 度 等 )、 角 度 、 点 位 坐标 乃至 地 球形 状 、 地 球 重力 场 ( 由 边界 值 
可 确定 整个 地 球 外 部 重力 场 )、 星 体位 置 ,等 等 ,并 进而 对 某 些 感 兴 
趣 的 现象 (特别 是 地 球 物理 现象 ) 进行 科学 解释 ,为 地 球 科 学 研究 以 
及 社会 实践 提供 依据 。 

自 公 元 前 3 世纪 大 地 测量 活动 出 现 以 来 ,一 直 受 图 于 欧 几 里 得 
空间 (几何 ) 概 念 , 受 园 于 牛顿 的 绝对 时 间 观 ,即时 间 与 空间 无 关 的 
观念 ,认为 时 间 按 其 自身 的 规律 均匀 地 流逝 (Newton,1687)。20 + 
纪 初 期 , 爱 因 斯 坦 创 立 了 狭义 相对 论 (1905) 和 和 广义 相对 论 (1913 一 
1916) ,统称 相对 论 。 相 对 论 改变 了 人 们 对 自然 界 的 看 法 。 时 间 和 空 
间 不 再 是 相互 无 关 的 绝对 的 东西 。 甚 至 单独 谈论 时 间 和 空间 都 将 是 
无 意义 的 ,时 间 和 空间 将 化 为 “阴影 " ,只 有 二 者 的 结合 才 是 现实 
(Minkowsky ,1908 ,1923 ) 。 确 切 地 说 ,我 们 所 感觉 到 的 时 空 是 一 种 四 
维 连 续 空间 ,单独 的 一 维 时 间 和 单独 的 三 维 空间 是 不 存在 的 (Lorentz 
et al., 1923), 

自 相 对 论 创 立 以 来 ,历经 90 多 年 的 发 展 ,经 受 了 众多 的 实验 检 
验 ,虽然 还 不 能 肯定 地 认为 相对 论 是 完美 无 缺 的 理论 ,但 由 于 它 的 巨 
大 成 功 ,相对 论 理 论 忆 获得 普遍 承认 并 已 被 应 用 于 多 种 分 支 学 科 。 
大 地 测量 学 家 已 充分 认 误 到 (Grafarend ,1985) ,系统 地 研究 相对 论 大 
地 测量 已 成 为 现代 大 地 测量 学 的 紧迫 任务 。 原 因 有 二 : 一 是 追求 理 
论 的 统一 和 完美 ,因为 经 典 大 地 测量 理论 是 建立 在 欧 儿 里 得 空间 以 
及 牛顿 力学 理论 的 基础 之 上 的 ,而 欧 几 里 得 平 直 ( 三 维 ) 空 间 和 牛顿 
力学 理论 只 是 近似 正确 的 ;二 是 随 着 科学 技术 的 发 展 ,对 大 地 测量 的 
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精度 要 求 越 来 越 高 ,不 考虑 相对 论 影 响 难 以 达到 所 要 求 的 高 精度 测 
量 。 比 如 ,采用 GPS 测量 方法 定位 ,和 欲 达 到 厘米 级 或 毫米 级 精度 , 必 
须 考虑 相对 论 效应 。 

我 们 的 目的 是 试图 基于 相对 论 理论 来 处 理 大 地 测量 学 的 问题 ， 
建立 相对 论 大 地 测量 理论 框架 ,因此 ,本 书 仅 就 相对 论 基 础 ,基于 相 
对 论 的 一 些 重 要 结果 和 实验 验证 以 及 相对 论 重 力 测量 进行 讨论 ,后 
者 是 相对 论 大 地 测量 的 一 个 领域 ,不 是 相对 论 大 地 测量 全 面 系统 的 
研究 和 阐述 。 下 面 仅 简要 介绍 相对 论 大 地 测量 相关 分 支 领域 的 基本 概 


< 
LUN O 


1.3.2 相对 论 重 力 测量 


大 地 测量 的 一 个 重要 任务 是 确定 地 球 外 部 重力 场 。 经 典 的 重力 
场 理 论 以 牛顿 引力 理论 为 基础 。 当 精度 要 求 高 于 10 ?5( 相 当 于 
laGal 量 级 ,gs 是 地 面 重力 加 速度 ) 时 ,必须 考虑 相对 论 效 应 。 这 时 ， 
牛顿 引力 理论 被 爱 因 斯 坦 引力 理论 所 代替 。 由 于 爱 因 斯 坦 引 力 场 方 
程 极为 复杂 ,难以 求解 ,因此 ,通常 采用 后 牛顿 近似 ( 即 相 对 论 引 力 
理论 的 一 级 近似 或 二 级 近似 ,其 中 零 级 近似 就 是 经 典 牛 顿 引 力 理 
论 ) 研 究 重力 测量 问题 (Soffel,1989), 取 至 一 阶 近似 或 二 阶 近 似 , 其 
精度 将 优 于 10 -'ig, 高 于 或 相当 于 目前 超 导 重 力 仪 所 具有 的 观测 精 
度 10-7! 107" g( ЯЕ ,2004; GWR homepage ,2007) ,地 面 重力 加 
速度 典型 值 约 等 于 980Gal(1Gal = em/s?) 。 本 书 第 4 章 将 专题 讨论 
相对 论 重 力 测量 问题 。 


1.3.3 相对 论 惯性 大 地 测量 


在 1.1.3 节 已 经 指出 ,惯性 (大 地 ) 测 量 是 利用 惯性 导航 技术 快 
速 地 获得 多 种 大 地 测量 数据 (如 经 纬度 、 方 位 角 、 重 力 异 常 等 ) 的 一 
种 技术 ,其 基本 原理 (如 1.1.3 节 所 示 ) 是 通过 惯性 元 件 感受 载体 在 
运行 过 程 中 的 加 速度 (包括 惯性 加 速度 和 重力 加 速度 ) ,研究 解决 大 
地 测量 问题 。 按 照 广义 相对 论 原理 ,惯性 加 速度 ( 力 ) 与 引力 加 速度 
( 力 ) 不 可 区 分 。 由 于 任何 载体 都 不 可 避免 地 存在 加 速 运 动 , 因 此 ， 
如 何 将 引力 (或 重力 ) 与 惯性 力 分离 ,是 获取 真正 重力 数据 的 关键 问 
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题 。 不 人 少 学 者 讨论 了 惯性 测量 中 的 相对 论 效应 ( Moritz,1978 ‚1985; 
Moritz and Hofmann-Wellenhof,1993) ,研究 了 如 何 将 引力 与 惯性 力 分 
离开 的 问题 ,取得 了 长 足 进展 (Shen ,1996;Shen and Moritz ,1996a,b， 
1997 ; 申 文 研 等 ,2003 ,2004a;Shen and Ning,2007) 。 


1.3.4 相对 论 参 考 系 


为 了 描述 物质 的 运动 规律 ,首先 需要 建立 参考 系 。 参 考 系 的 基 
本 要 素 是 空间 坐标 和 时 间 坐 标 。 按 经 典 物理 学 ,空间 坐标 与 时 间 坐 
标 是 相互 独立 的 。 但 按照 相对 论 ,二 者 是 相关 联 的 。 正 是 由 于 这 一 
相关 特性 ,选用 不 同 的 参考 系 , 测 量 结果 将 有 所 不 同 。 比 如 ,同时 性 
的 概念 是 相对 的 。 假 定 在 一 个 参考 系 中 测定 两 个 事件 4 B 是 同 
时 发 生 的 ,那么 ,在 相对 此 参考 系 运 动 的 另 一 参考 系 中 测定 这 两 个 事 
件 ,一 般 说 来 ,它们 不 会 同时 发 生 。 因 此 ,在 选用 参考 系 时 必须 特别 
小 心 。Moritz (1981) 曾 讨论 了 参考 系 的 相对 论 效 应 。Fukushima 
(1989) , Brumberg( 1989) ,Ma( 1989) , Boucher( 1989) , 韩 春 好 (1990) 
等 不 少 学 者 详细 研究 了 各 类 相对 论 参 考 系 (其 中 包括 在 大 地 测量 中 
应 用 较 广 的 地 心 惯 性 系 ) 以 及 参考 系 之 间 的 转换 。 目 前 ,关于 相对 
论 参 考 系 的 研究 仍 在 继续 。 


1.3.5 相对 论 空间 大 地 测量 


空间 测量 技术 (GPS ,SLR ,VLBI 等 ) 在 现代 大 地 测量 领域 起 着 主 
导 作 用 。 当 测量 精度 的 要 求 高 于 10 75 ~ 10 最 级 时 ,必须 考虑 相对 
论 效应 。 信 和 号 传播 、 卫 星 轨道 . 守 时 系统 等 都 将 受到 相对 论 效应 影 
Ha. Harkins(1973) &z /c de di T 2 3 39] ( Doppler) 测 量 中 的 相对 论 修 
IE ,修正 量 归 因 于 引力 位 差 对 信号 传播 和 时 钟 运行 速率 的 影响 以 及 
言 号 源 与 接收 机 之 间 的 相对 运动 所 带 来 的 影响 。 在 GPS 以 及 VLBI 
测量 中 同样 存在 上 述 影 响 。 为 此 ,Ashby(1987 ) 给 出 了 GPS 测量 中 
的 相对 论 修 正 模型 。Finkelstein et al. (1983) 以 及 Zhu and Groten 
(1988) 分 别 给 出 了 VLBI 测 量 中 的 相对 论 时 间 延 迟 模型 。 基 于 原子 
钟 的 研究 ( 申 文 研 等 ,1993 ) , db (7 FR CX (1994) 探讨 了 相对 论 
性 的 VLBI 时 间 延 迟 模型 ( 金 标 仁 等 ,1994) Chao et al. (1993) 探讨 
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了 地 球 自转 轴 ( 简 称 地 轴 ) 的 相对 论 进 动 效应 ,其 量 级 (0. 02”) H, BI 
前 监测 地 轴 运 动 的 分 辩 率 (0.001”) 大 一 个 数量 级 ,参见 (Herring et 
al., 2002;IGS Central Bureau, 2004 ; McCarthy and Petit,2004)。 由 于 
地 轴 的 相对 论 进 动 效应 ,春分 点 要 作 相 应 的 移动 。 对 此 ,Yan and 
Groten( 1992) 在 相对 论 框 架 下 讨论 了 春分 点 的 移动 问题 。 随 着 空间 
测量 技术 的 发 展 , 有 更 多 的 相对 论 效应 (例如 导航 陀螺 的 相对 论 进 
动 效 应 .空间 (卫星 ) 重 力 测 量 中 相对 论 效应 等 ) 需要 考虑 。 
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狭义 相对 论 诞生 于 由 爱 因 斯 坦 在 1905 年 发 表 的 一 篇 著名 论文 
《 论 运 动物 体 的 电动 力学 》( Einstein, 1905) ,其 基础 是 两 个 基本 假 
Ж: 光速 恒定 假设 和 狭义 相对 性 假设 。 从 本 质 上 来 说 ,狭义 相对 论 
是 为 了 解决 物理 学 规律 在 两 个 惯性 参考 系 之 间 的 变换 问题 。 正 是 由 
于 狭义 相对 论 ,导致 了 自然 哲学 观 (特别 是 时 空 观 ) 的 重大 变革 。 
FRE [В] ЖЕ ЖЕ ,长 度 收 缩 ,惯性 质量 随 运动 速度 而 变 , 质 能 公式 等 ,都 是 狭 
义 相 对 论 的 基本 内 容 。 随 着 时 间 的 推移 ,特别 是 由 于 闵可夫 斯 基 
(Minkowsky,1908) 的 卓越 研究 ,狭义 相对 论 被 纳入 了 完美 的 四 维 数 
学 表示 形式 ,为 爱 因 斯 坦 (1915—1916) 通 向 广义 相对 论 开 辟 了 一 
条 道路 。 需 要 指出 的 是 ,不 管 后 来 狭义 相对 论 的 形式 发 展 得 多 么 完 
Ж ,但 其 基本 内 容 并 没有 本 质变 化 。 


2.1 惯性 定律 .惯性 参考 系 及 伽利略 相对 性 原理 
早 在 二 千 多 年 以 前 , 亚 里 士 多 德 就 断言 ,如 果 一 个 物体 不 受 力 的 


作用 , 它 的 运动 速度 就 会 逐渐 减 慢 (参见 中 译本 ,Aristotele ,1982 ) 。 
显然 ,这 是 根据 经 验 最 容易 得 到 的 结论 。 但 在 一 千 多 年 以 后 ,伽利略 
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说 ) : 一 个 物体 如 果 不 受 外 力作 用 , 它 将 保持 匀速 直线 运动 或 静止 状 
态 ,直到 外 力 人 迫使 其 改变 。 这 个 结论 被 牛顿 归纳 为 惯性 定律 ( New- 
ton,1687) 。 实 际 上 ,仔细 分 析 就 不 难 发 现 ,如 果 一 个 物体 不 受 任何 


外 力作 用 ,那么 , 它 的 运动 状态 就 没有 理由 改变 。 这 就 是 物理 学 家 普 
遍 接受 惯性 定律 的 原因 。 


为 了 描述 物质 世界 的 运动 规律 ,需要 建立 参考 坐标 系 。 从 数学 
观点 来 看 ,参考 坐标 系 的 种 类 很 多 ,可 以 是 直角 坐标 、 球 面 坐 标 .曲线 
坐标 .旋转 坐 标 ,等 等 。 但 物理 学 家 偏爱 一 种 坐标 系 , 在 这 种 坐标 系 
中 考察 ,惯性 定律 成 立 。 这 种 坐标 系 被 称 为 惯性 坐标 系 ( 简 称 惯性 
系 ) 。 在 惯性 系 中 ,不 仅 惯 性 定律 成 立 ,而 且 牛 顿 第 二 定律 F = та 也 
成 立 。 惯 性 定律 可 以 看 成 是 牛顿 第 二 定律 的 特例 , 因为 速度 v 恒 为 
常数 C 的 充分 必要 条 件 可 以 表述 为 (在 牛顿 力学 体系 中 ,惯性 质量 
m 是 不 变量 》 


dv 
Е = m — = 0 2. 1. 
m ( 1) 


因此 ,惯性 系 也 可 以 按 如 下 方式 定义 :存在 一 个 参考 系 , 若 在 其 中 牛 
顿 第 二 定律 成 立 , 则 该 参考 系 是 惯性 系 。 

在 实际 应 用 中 ,何以 知道 一 个 参考 系 是 否 为 惯性 系 呢 ? 有 两 个 
判 据 可 以 采用 。 其 一 是 考察 在 此 参考 系 中 惯性 定律 或 牛顿 第 二 定律 
是 否 成 立 ( 比 如 可 通过 各 种 实验 检验 牛顿 第 二 定律 是 否 成 立 ) ;其 二 
是 考察 该 参考 系 与 某 个 已 知 惯性 参考 系 是 否 做 相对 匀速 直线 运动 或 
相对 静止 (这 时 ,只 需 确 定 该 参考 系 相 对 已 知 惯性 系 的 运动 速度 矢 
量 即 可 ) 。 在 应 用 第 二 种 判 据 时 , 隐 含 着 一 个 原理 :伽利略 相对 性 原 
38, mom] HE XH XJ TE Ix FR dE dE ( Galileo, 1898; Weyl, 1970; Rosser, 
1971) ,与 任何 一 个 惯性 系 作 相对 匀速 直线 运动 的 参考 系 也 是 惯性 
参考 系 。 由 于 在 任意 惯性 系 中 牛顿 第 二 定律 成 立 , 因 此 伽利略 相对 
性 原理 也 可 换 一 种 方式 表述 :假定 下 为 惯性 系 ,K' 相 对 做 匀速 直 
线 运动 , 则 K' 为 惯性 系 , 且 牛顿 第 二 定律 在 K' 中 也 成 立 。 

伽利略 总 结 出 上 述 原 理 的 基础 可 以 从 下 面 的 一 笑话 中 得 到 启 
ZR. fi iÉGalileo,1898;Rosser,1971) : 
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当 你 乘坐 匀速 运动 的 轮船 时 ,你 在 船舱 内 向 船 头 方向 跳 一 段 
距离 所 花费 的 力气 ,并 不 比 你 向 船尾 方向 跳 过 相同 距离 所 花费 的 
力气 更 大 ; 当 一 物品 从 你 手中 脱落 ,将 紧 直 地 落 到 甲板 上 ,而 不 发 


总 括 起 来 看 ,伽利略 认为 ,不 论 什么 事件 只 要 是 力学 过 程 ,那么 ， 
不 论 是 在 匀速 运动 的 船上 ,还 是 在 静止 的 陆地 上 ,它们 的 运动 规律 完 
全 相同 。 显 然 ,这 里 必须 假定 不 存在 空气 阻力 的 影响 。 
现在 要 问 ,一 个 力学 规律 ,在 天 系 中 已 建立 相应 的 运动 方程 , 怎 
样 在 天 ' 系 中 来 描述 呢 ? 伽利略 找到 了 一 种 变换 , 即 伽 利 略 变换 
Wa (2.1.2) 
t =f 
其 中 , x. е K # S [B] AER, АЕ K ж) 
空间 和 时 间 坐 标 , 是 天 ' 系 中 的 坐标 原点 在 玉 系 中 的 运动 速度 ( 恒 
定 )。 
实际 上 ,为 了 度量 空间 坐标 ,需要 长 度 标尺 ;为 了 度量 时 间 坐 标 ， 
需要 时 间 标 尺 。 伽 利 略 变换 隐 含 了 这 样 的 假定 :空间 标尺 和 时 间 标 
尺 在 任何 惯性 系 中 都 是 相同 的 。 在 爱 因 斯 坦 之 前 ,空间 标尺 和 时 间 
标尺 被 认为 是 恒定 量 ( 标 量 ) ,与 参考 系 的 选取 无 关 。 
可 以 证 明 ,牛顿 力学 定律 在 徊 利 略 变换 (2.1.2) 之 下 保持 不 变 。 
比如 ,考察 牛顿 第 二 定律 








dix 
将 方程 (2.1.2) 代 入 方程 (2.1.3) ,注意 到 v 是 常 矢 ,得 
4° d^,, 
F= m ax = m T ax + vt!) 
2, 4 (def 
i wla +») 
, 4?х' r 
=m di = F (2.1.4) 


这 表明 , AMR EREMIE E ZUR REOR E, XXE EE US, 
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在 经 典 力学 中 ,惯性 质量 т 被 当 作 标量 ( 即 恒定 量 ) ,因此 m =m, 


2.2 两 个 基本 假设 


19 世纪 ,电磁 学 理论 开始 兴起 ,特别 是 由 于 麦克 斯 囊 的 卓越 研 
8t ,把 电 与 磁 统 一 了 起 来 ,建立 了 麦克 斯 韦 方程 。 同 时 ,麦克 斯 韦 还 
引入 了 场 的 概念 ,认为 电磁 相互 作用 是 靠 场 来 传递 的 。 在 没有 物质 
的 空间 (真空 ) 中 ,麦克斯韦 方 程 可 简化 为 一 组 波动 方程 , 波 的 传播 
速度 即 电磁 让 的 传 揪 速度。 麦克 斯 韦 预 言 , 光 是 一 种 电磁 波 。 这 一 
预言 被 赫兹 (Hertz,1857 一 1894 ) 实验 所 证 实 。 

真空 中 电磁 波 的 特点 是 ,不 论 电磁 波 是 由 什么 性 质 的 场 源 所 产 
生 的 ,电磁 波 的 传播 速度 始终 恒定 。 因 此 , 光 在 真空 中 的 传播 速度 是 
恒定 的 。 若 选取 一 个 相对 真空 静止 的 惯性 参考 系 天 ,那么 ,在 这 个 参 
考 系 中 ,光速 恒定 ,光速 值 记 为 ,其 大 小 约 为 3 x 10`km/s。 现 在 选 
取 一 个 相对 天 作 勺 速 直线 运动 的 参考 系 K ,根据 2. 1 节 的 讨论 ,KK 
是 惯性 参考 系 。 在 人 系 中 ,光速 恒定 。 但 在 天 ' 系 中 考察 , 若 采 用 伽 
利 略 变换 ,光速 就 不 是 恒定 的 , 沿 不 同 的 方向 ,光速 值 不 同 ( 见 后 面 
的 方程 (2.2.3))。 在 当时 ,由 于 和 牛顿 力学 和 估 利 略 变换 在 物理 学 家 
心目 中 是 不 可 动摇 的 ,因此 ,只 好 假设 ,麦克 斯 韦 方程 只 在 相对 真空 
静止 的 参考 系 太 中 成 立 。 这 样 一 来 ,物理 学 家 就 不 得 不 假定 ,真空 
充满 了 以 太 ,麦克 斯 韦 方 程 组 仅 在 相对 以 太 静 止 的 参考 系 中 成 立 , 电 
磁 波 是 靠 以 太 这 种 媒介 来 传播 的 。 这 就 意味 着 ,伽利略 相对 性 原理 
仅 适用 于 牛顿 力学 规律 ,不 能 简单 地 应 用 到 电磁 学 领域 。 可 以 设想 ， 
如 果 没 有 以 太 , 真 空 是 一 种 不 存在 任何 物质 形式 的 空间 ,那么 , 它 就 
只 是 一 种 数学 形式 空间 。 这 时 ,由 于 两 个 惯性 参考 系 上 和 KK' 必 定 完 
全 等 价 ( 申 文 研 ,1994 ) ,麦克 斯 书 方 程 组 就 应 该 在 两 个 参考 系 中 都 
成 立 ,除非 它 不 是 对 自然 的 一 种 真实 描述 。 

为 了 寻求 相对 以 太 静 止 的 参考 系 ,物理 学 家 着 手 用 实验 检测 地 
球 相 对 于 以 太 的 运动 速度 。 早 在 1810 Æ, Arago 就 试图 通过 实验 检 
测 地 球 相 对 于 以 太 的 速度 ,但 没有 成 功 , 即 给 出 了 零 结 果 ( 参 见 Fer- 
raro and Sforza,2005) 。 如 1.2.1 节 所 述 , 著 名 的 迈克 尔 逊 - 莫 雷 实验 
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也 给 出 了 零 结 果 , 即 没有 检测 出 地 球 相 对 于 以 太 的 运动。 但 由 此 并 
不 能 肯定 地 断言 以 太 不 存在 ,因为 还 有 一 种 可 能 , 那 就 是 司 托 克 斯 的 
以 太 拖 忠 说 。 司 托 克 斯 曾经 提出 了 一 个 假说 (Stokes,1845); 以 太 像 
果子 冻 之 类 的 东西 ,地球 在 以 太 中 穿行 时 带动 地 球 附近 的 以 太 随 地 
球 一 起 运动 ;离开 地 球 越 远 被 地 球 拖 忠 的 量 越 少 。 司 托 克 斯 当初 是 
为 了 解释 光 行 差 现 象 ( 见 后 ) 以 及 Fresnel(1818) 的 以 太 拖 中 理论 ( 参 
Jl, Nascimento ,1998) 提 出 这 一 假说 的 。 于 是 ,按司 托 克 斯 拖 虹 说 ,到 
克 尔 偿 - 莫 雷 实验 必定 给 出 零 结 果 。 然 而 , 司 托 克 斯 的 拖 中 说 遇 到 了 
一 个 困难 ,难以 解释 Lodge(1897) 的 双 盘 转动 实验 。 按 照 Lodge 实 
验 ,如 果 运 动物 体 抑 中 以 太 , 那 么 , 双 盘 转动 实验 应 该 给 出 非 零 结果 
(Rosser,1971; Е XCX ,1994) ,. Lodge 实验 的 基本 原理 就 是 考察 位 于 
两 个 圆 盘 之 间 的 两 东 反 向 光 在 圆 盘 转动 之 前 和 转动 之 后 的 干涉 条 纹 
移动 ,但 实验 没有 发 现 这 种 移动 。 

爱 因 斯 坦 认 为 (Einstein ,1905 ) ,任何 检验 地 球 相 对 于 以 太 运 动 
的 实验 都 是 徒劳 的 ,因为 以 太 根 本 不 存在 。 如 果 以 太 真 不 存在 , 那 
么 ,我们 就 没有 任何 理由 认为 ,麦克 斯 韦 方 程 在 玉 系 中 成 立 而 在 天/ 
系 中 不 成 立 。 在 天 系 中 由 麦克 斯 韦 方 程 可 以 推论 出 光速 恒定 ,与 光 
源 的 运动 状态 无 关 ; 在 天 ' 系 中 ,也 可 以 推论 出 光速 恒定 ,与 光源 的 运 
动 状态 无 关 ( 前 面 已 经 指出 ,无论 电磁 波 起 源 于 什么 物质 ,真空 中 电 
磁 波 的 传播 速度 是 恒定 的 ) 。 但 天 系 中 的 光速 c 与 K' 系 中 的 光速 c 
是 否 相 同 呢 ? 按照 伽利略 变换 ,二 者 是 不 同 的 。 这 一 点 很 容易 验证 。 
由 伽利略 变换 (2. 1.2) 可 以 导出 速度 变换 公式 


dx' dx 

d ^d " (2.2.1) 
-Bp 

u'=u-v (2.2.2) 


其 中 , u = dx/dt fil u' =dx'/di' 分 别 是 运动 粒子 在 人 和 KK' 中 的 运动 
速度 ,这 里 用 到 了 =1。 将 方程 (2. 2.2) 应 用 于 光速 , 则 有 
c'-c-v (2.2. 3) 
根据 方程 (2. 2. 3) ,光速 在 天 ' 系 中 不 再 是 恒定 值 : 沿 不 同 的 方向 , 光 
速 具 有 不 同 的 值 。 但 我 们 又 没有 任何 理由 认为 ,麦克 斯 韦 方 程 只 在 
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K 系 中 成 立 而 在 K' 系 中 不 成 立 。 为 了 消除 这 一 困境 ,有 一 种 方案 就 
是 放弃 伽 利 略 变换 ,假定 光速 在 任何 惯性 系 中 是 普 适 恒定 值 ,如 同 т 
三 3. 14159…。 这 就 是 Einstein( 1905) 当初 提出 的 第 一 条 假设 : 光速 
恒定 假设 。 

既然 麦克 斯 韦 方 程 不 仅 在 惯性 系 天 中 成 立 ,而 且 也 应 该 在 相对 
K 做 匀速 直线 运动 的 参考 系 及 中 成 立 ,那么 ,一 个 自然 的 推 想 就 是 ， 
合 利 略 相 对 性 原理 也 应 该 适合 于 麦克 斯 韦 方 程 。 为 此 ,Einstein 
(1905 ) 提 出 了 第 二 条 假设 :无 论 在 哪 种 惯性 参考 系 中 考察 ,物理 体 
系 状态 变化 所 遵循 的 规律 保持 不 变 。 这 一 假设 称 为 狭义 相对 性 假 
设 。 实 际 上 ,光速 不 变 假设 和 狭义 相对 性 假设 早 在 1904 年 就 由 彭 加 
勒 指 出 了 (参见 1.2.2 节 ) ,可 惜 他 没有 以 此 为 基础 作 进 一 步 的 推演 
(参见 后 面 的 2.3.1 节 )。 





2.3 ” 洛 伦 兹 变换 及 推论 


2.3.1 洛 伦 兹 变换 


建立 两 个 笛 卡 尔 惯性 坐标 系 天 和 天 ' ,其 时 空 坐标 分 别 由 (tx,y， 
z) 和 (4',x',y',z') 标 记 。 为 简单 起 见 ,假定 两 个 坐标 系 开 和 天 ' 的 相 
应 坐标 轴 互 相 平行 ,并 且 , 天 ' 相 对 天 沿 Ох 方向 以 匀速 率 " 运动 ,而 
在 Оу 和 0z 方 向 没有 相对 运动 (参见 图 2.3.1)。 下 面 我 们 研究 如 何 
根据 两 条 基本 假设 (光速 恒定 假设 和 狭义 相对 性 假设 ,参见 2.2 节 ) 
推导 出 洛 伦 效 变 换 (Einstein,1905; Bergmann ,1958; 曹 虽 祺 ,1961; 
Rosser,1971;%84m28 , 1979 ; 3$ 762€ ,2003) 。 

假定 上 =0 时 大 系 的 原点 0 与 K' 系 的 原点 0' 重 合 。 根 据 前 面 坐 
标 系 的 选取 ,这 时 ,0x 轴 与 0'x' 轴 重合 。 假 定 有 一 运动 质点 处 于 天 
系 的 时 空 坐 标 为 (t,x,y,z) ,那么 ,由 于 整个 天 ' 系 沿 Ox 正 向 有 一 运动 
速度 v, 在 KK 系 中 的 一 “标准 量 杆 ”"L 和 “标准 时 间 ” 间 隔 At 在 天 ' 系 中 
可 能 有 变化 。 由 于 天 ' 系 在 Оу 和 0z 方 向 没有 相对 运动 ,因此 ,在 这 
两 个 方向 不 存在 使 量 杆 发 生变 化 的 原因 。 这 一 论断 基于 直观 的 经 验 
感觉 ,或 基于 因果 律 ,难以 严格 论证 。 实 际 上 ,任何 物理 学 定律 都 是 
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图 2.3.1 两 个 惯性 坐标 系 .K(O - xyz) Fl K'(CO' -x'y'z') 的 x 和 
轴 始 终 重合 ,二 者 的 相对 速率 是 恒定 值 w 


在 实验 (包括 实际 实验 和 思想 实验 ) 或 经 验 感觉 的 基础 上 经 过 抽象 
提升 而 得 到 的 ,从 亚 里 士 多 德 到 伽利略 ,从 牛顿 到 爱 因 斯 坦 , 均 是 如 
此 。 但 无 论 如 何 ,最 终 需 要 回 到 实验 检验 。 如 果 我 们 接受 因果 律 , 那 
么 ,在 0y 和 0z 方 向 就 没有 使 量 杆 发 生变 化 的 原因 。 这 就 意味 着 在 
Oy fü Oz 方向 y 和 zz 坐标 具有 如 下 变换 性 质 : 


y = y (2.3. 1a) 
z =z (2.3. 1b) 

沿 Ox 方向 ,我 们 假定 一 待定 的 收缩 (或 放大 ) 因 子 a, 则 有 
x' = а(х - st) (2.3.2) 


如 果 因 子 a =1, 则 回 到 了 伽利略 变换 (2.1.2) 。 

下 面 再 研究 时 间 的 变换 特性 。 无 论 在 天 系 还 是 天 ' 系 考察 ,时 间 
必须 均匀 变化 ,这 里 隐 含 了 如 下 的 推理 : 既然 KK 入 ' 均 为 惯性 系 ,也 
可 将 它们 视 为 惯性 空间 ;惯性 空间 天 或 到 ' 必 定 是 均匀 空间 ,在 均匀 
空间 中 ,任意 两 个 相同 的 邻 域 中 的 物理 学 参数 (包括 时 间 参 数 ) 将 保 
持 一 致 。 因 此 , CD AUR Crux yz) 的 线性 函数 , 即 有 

U = fix + Ауу + Àz + yt (2.3.3) 
其 中 , B.A A, ЯП у 是 待定 因子 ,它们 与 时 空 坐标 无 关 。 将 方程 (2. 
3. 1) 代 入 方程 (2. 3. 3) 就 会 发 现 , 如果 Ау + Maz = Ауу + az 不 为 
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零 , 那 么 , 有 ' 系 的 时 间 流 逝 就 与 从 标 y' 和 sz" 有 关 了 ,这 与 前 面 的 推理 
玫 盾 ,实际 上 也 违背 狭义 相对 性 假设 :在 两 个 惯性 系 上 和 KK' 中 ,关于 
时 间 的 定义 应 该 是 相同 的 。 根 据 时 间 的 基本 概念 ,在 任意 一 个 惯性 
参考 系 中 ,时 间 的 流逝 速率 与 其 自身 参考 系 的 空间 坐标 无 关 ( 但 有 
可 能 与 其 他 参考 系 的 空间 坐标 有 关 )。 于 是 , Ау + Az 必须 为 零 。 
由 于 y 和 zz 是 任意 的 ,因此 ,入 | Tü A. 必须 为 零 。 这 时 ,方程 (2. 3. 3) 
简化 为 如 下 方程 
t = Вх + yt (2.3.4) 
假定 方程 (2. 3. 1)、(2. 3. 2) 和 方程 (2.3.4) 是 所 寻求 的 坐标 变 
换 , 为 了 确定 待定 系数 w、B 和 ?7, 我 们 来 考察 光波 球面 。 假 定 上 =0 
时 (这 时 1 =0, 0 与 0' 重 合 ) 在 0 点 有 一 球面 电磁 波 向 四 周 传 播 , 根 
据 光 速 恒定 假设 ,下 面 两 个 球面 波 方程 同时 成 立 : 





x2 жу? e£ = ср (2.3.5) 
х? 4 y? +22 Lu (2.3.6) 
将 方程 (2. 3. 1) (2. 3.2) 和 方程 (2. 3.4) 代 入 方程 (2. 3.6) ,得 
a? (x = vt)? +y? +22 = c2(Bx + yt)? (2.3.7) 
或 写成 
(о? - с282) х? + y? + 2? -2(vo? + By)xt = (су? — а?а?) 
(2.3.8) 


根据 狭义 相对 性 假设 ,方程 (2. 3. 8) 应 该 完全 等 同 于 方程 (2. 3. 5 )。 
由 于 (t,x,y,z) 任 意 , 因 此 ,比较 二 者 的 同类 项 系数 ,可 得 
o? -cg zl 
vo? +c’ By = 0 | (2.3.9а) 
ey? — 2 2 = с? 


解 上 述 方程 组 , 取 有 意义 的 解 ,得 


(2. 3. 9b) 


а=у 
将 方程 (2.3.9b) 代 和 方程 (2.3.2) 和 (2. 3.4) ,并 将 方程 (2. 3. 
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1) 合 写 在 一 起 , 便 得 到 了 不 同 于 伽利略 变换 的 新 的 变换 方程 
x! = у(х — ut) 
y -y 
z =z (2.3.10) 
t [t 


变换 方程 (2.3.10) 称 为 洛 伦 兹 变换 , 它 是 由 洛 伦 兹 (Lorentz， 
1895) 在 研究 电 了 于 的 各 种 运动 学 效应 (如 运动 电子 的 尺度 收缩 ,质量 
增 大 等 ) 时 基于 完全 不 同 于 爱 因 斯 坦 的 思路 提出 的 。 洛 伦 兹 当时 提 
出 洛 伦 兹 变换 纯粹 是 为 了 解释 某 些 特殊 的 自然 现象 ,他 并 不 认为 洛 
伦 兹 变换 具有 新 的 物理 内 容 , 更 不 认为 会 改变 时 空 观 。 爱 因 斯 坦 则 
不 同 , 他 认为 洛 伦 兹 变换 代表 了 某 种 物理 学 原理 ,具有 新 的 物理 内 
容 , 从 而 对 自然 哲学 观 产生 了 重大 影响 。 


2.3.2 时 间 脱 胀 及 双生 子 伴 廖 
假定 有 一 事件 ,在 天 系 中 (x,y,z) 处 发 生 , 延 续 了 At 时间, 保持 
在 天 系 中 的 位 置 不 动 。 这 时 ,空间 坐标 分 量 x、y、z 均 为 常数 (Ax = 


Лу = Az =0)。 由 洛 伦 兹 变换 方程 (2. 3. 10) 之 第 四 式 可 以 得 到 
At 





At = yAt = (2.3.11) 


|: 
w 


上 式 表明 , 若 相 对 某 事 件 静 止 的 时 钟 ( 在 天 系 中 ) 记 录 到 的 该 事件 延 
续 的 时 间 为 人 ,那么 ,对 于 相对 该 事件 以 速度 > 运动 的 时 钟 (在 天 ' 系 
中 ) 来 说 ,记录 到 的 结果 将 由 方程 (2. 3. 11) 给 出 :时 间 脱 胀 了 ,因为 
因子 Y1 оис 总 是 小 于 1。 反 过 来 看 , K' 系 观测 者 记录 到 上 述 事 件 
(该 事件 对 KK' 系 观测 者 来 说 以 速度 — v 运动) 的 时 间 延 续 为 A ,但 随 
同事 件 一 起 运动 的 时 钟 (在 天 系 中 ) 记 录 到 的 时 间 延 续 为 


At = [1 - At (2.3.12) 


这 表明 ,随同 事件 一 起 运动 的 时 钟 记 录 到 的 该 事件 的 延续 过 程 要 得 
一 些 。 这 就 是 通常 所 说 的 飞行 时 钟 变 慢 效应 。 这 里 必须 注意 ,说 飞 
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行 时 钟 变 慢 ,是 指 有 一 处 于 匀速 运动 的 事件 P, 附 着 在 P 上 的 时 钟 
(因而 该 时 钟 也 随 P 一 起 运动 ) 所 记录 到 的 该 事件 的 延续 时 间 要 比 
“静止 ”时钟 ( 即 考察 运动 事件 P 的 静止 观测 者 所 携带 的 时 钟 ) 记 录 
到 的 该 事件 的 延续 时 间 短 。 

历史 上 最 先 检验 时 间 膨 胀 的 一 类 实验 是 考察 飞行 介子 (比如 区 
介子 、k 介子 等 ) 的 寿命 。 根 据 方程 (2.3. 11) ,飞行 介子 的 寿命 应 该 
нин у= (1-5) 增长 。 

宇宙 射线 中 的 A 介子 ,一 般 是 由 初级 宇宙 射线 在 10 ~ 20km 的 
高 空 大 气 层 中 与 质子 相互 作用 产生 的 т 介子 衰变 (7 一 1h) 而 来 的 
( 王 正 行 ,1995 ) 。 实 验 物理 学 家 发 现 , 这 些 衰变 的 介子 有 很 大 一 
部 分 可 以 到 达 海 平面 。 一 般 说 来 ,静止 x 介子 的 固有 寿命 是 ro = 
2.2 x10-5s。 如 果 认 为 4 介子 飞行 时 仍然 是 这 一 寿命 ,那么 ,介子 
的 飞行 速度 将 远 远 超 过 光速 。 但 基本 粒子 的 各 种 实验 还 没有 提供 任 
何 证 据 表 明 有 超 光 速 粒子 存在 。 因 此 ,一 种 可 能 的 解释 就 是 认为 飞 
T л 介子 的 寿命 按 因 子 y 增长 。Rossi and Hall (1941) 以 及 Frisch 
and Smith( 1963) 进行 了 此 类 实验 ,结果 在 10 一 的 精度 水 平 上 与 狭义 
相对 论 相 符 。 

另外 ,有 不 少 实验 物理 学 家 测定 了 由 加 速 器 产生 的 各 类 介子 的 
寿命 。Lederman et al. (1951) 测 定 了 由 加 速 器 产生 的 飞行 -介子 
的 衰变 寿命 ,Durbin et al. (1952) , Greenberg et al. (1969) 、Ayres et 
al. (1971 ) 均 测定 了 7+ 介子 的 衰变 寿命 ,Farley et al. (1968) 测定 了 
飞行 -介子 的 衰变 寿命 ,Burrowes et al. (1959) 测定 了 天 * 介子 的 训 
变 寿 命 ,结果 在 精度 为 5% 到 0. 4% 的 水 平 上 与 狭义 相对 论 预 言 
相符 。 

尽管 可 以 认为 上 述 实验 支持 时 间 脱 胀 公 式 (2. 3. 11) ,但 还 不 能 
因此 认为 上 述 实验 结果 只 能 有 一 种 解释 。 或 许 , 飞 行 介子 的 寿命 增 
长 是 由 于 飞行 介子 与 空间 粒子 (比如 空气 粒子 或 真空 中 粒子 ) 产 生 
碰撞 从 而 产生 次 级 生成 介子 的 缘故 。 当 然 , 这 只 是 一 种 猜想 。 促 使 
我 们 有 这 一 猜想 的 原因 是 :由 飞行 的 时 钟 变 慢 这 一 结论 ,将 导致 一 个 
著名 的 伴 廖 一 一 双生 子 伴 雇 (也 称 时 钟 伴 廖 ) 。 








第 2 章 狭义 相对 论 导 引 











设想 有 一 对 双生 子 4 ЯП В,В 静止 不 动 ,4 USER о KA В, 
后 再 返回 到 B 处 。 在 B 看 来 ,4 所 携带 的 时 钟 记录 到 的 这 一 过 程 所 
延续 的 时 间 , 要 比 B 处 时 钟 记录 到 的 这 一 过 程 所 延续 的 了 时间 短 。 因 
此 ,在 这 一 过 程 完结 之 后 , 有 认为 4 要 比 自己 年 轻 一 些 。 但 按照 狭 
义 相 对 性 假设 ,运动 完全 是 相对 的 ,在 4 看 来 ,B 经历 了 类 似 于 前 述 
的 运动 过 程 。 因 此 ,在 这 一 过 程 完结 之 后 , 4 认为 中 要 比 自己 年 轻 
一 些 。 问 题 是 ,究竟 谁 更 年 轻 ? 

Miller(1972 ) 以 及 Rosser (1971) 等 人 曾 详尽 地 讨论 了 这 个 问 
题 。 梁 灿 彬 和 周 彬 (2006) 指 出 ,双生 子 伴 雇 只 是 人 们 的 误解 ,实际 
上 根本 不 存在 ,并 以 环球 飞行 钟 实验 (Hafele and Keating,1972a,b) 
作为 有 力 证 据 。 然 而 ,Hafele and Keating 的 环球 飞行 钟 实 验 有 不 少 
可 疑 之 点 (Shen et al., 2006) , ЖИЕ ЖЕТЕК РЕ OFE)” 
的 证 据 。 仔 细 推 荐 不 难 发 现 , 试 图 在 相对 论 框架 中 解答 这 个 问题 是 
不 可 能 的 ( 申 文 让 ,1994)。 


2.3.3 长 度 收 缩 


假定 有 一 标准 长 度 了 上 置 于 天 系 中 的 Ох 轴 上 ,两 个 端点 坐标 为 
xi 和 xz。 对 于 天 ' 系 的 观测 者 来 说 ,这 两 个 事件 (两 个 端点 ) 在 K' 系 
"Rr BELT (гуу z) CU, ux, y z) 29 T REE K' £ 
中 的 度量 有 意义 ,必须 满足 条 件 1, =1'1。 于 是 ,由 洛 伦 兹 变换 (2. 3. 
10) 的 逆 变 换 得 
L = x, - хр = у(х —x'/) = уі! (2.3.13) 
或 写成 


= 1-1 (2.3.14) 


上 式 表 明 ,( 在 开 ' 系 考察 ) 对 于 一 个 飞行 的 量 杆 L' 3 UL e FEE 
量 杆 世 按 因子 V1 -二 Ac 收缩 。 这 就 是 说 ,飞行 量 杆 的 尺度 沿 运动 方 
向 缩短 了 。 

现在 要 问 :长 度 收缩 效应 是 一 种 “ 表 观 " 观 象 呢 , 还 是 一 种 真实 
的 物理 效应 ? Varicak (1911) 认 为 ,长 度 收缩 只 是 一 种 表 观 收缩 , 它 
是 由 于 我 们 的 时 空 测量 所 引起 的 ,并 不 对 应 真实 的 物理 效应 。 实 际 
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上 ,类 似 于 时 钟 伴 雇 ,我 们 也 可 以 推论 出 量 杆 伴 雇 。 设 有 两 个 量 杆 A 
和 B, 它 们 具有 相同 的 静止 长 度 。4 离开 BURR v Ki. TE B 
来 , A 要 得 一 些 ; 但 在 4 看 来 , B 又 应 该 短 一 些 。 究 竟 哪 个 量 杆 更 
Ad? 此 即 量 杆 伴 雇 。 该 伴 廖 在 狭义 相对 论 框 架 中 是 无 法 解决 的 。 由 
ЖР ЕЕН EIS HH Ж ЕЕ CR RI , B] E , 2006 ) :在 汽车 进 车 库 
之 前 ,司机 和 "车库 "会 得 出 不 同 的 判断 。 

泡 利 (Pauli,1958 ) 认为 ,长 度 收缩 是 一 种 可 观察 的 物理 效应 。 
他 援引 了 爱 因 斯 坦 的 理想 实验 (Einstein ,1911) ,指出 :长 度 收缩 所 
必须 的 测定 空间 上 相互 隔 开 的 两 个 事件 的 同时 性 ,可 以 完全 借助 于 
量 杆 来 完成 ,而 无 须 用 时 钟 。 设想 采用 具有 相同 静止 长 度 L 的 两 
根 量 杆 A,A, ВВ, (тх 轴 放 置 , 量 杆 标记 次 序 沿 x, 轴 正 向 由 1 
$42) ,它们 等 速 反 向 在 天 中 运动 (假定 量 杆 414, ЯП B B, 分 别 沿 x, 
轴 的 正 向 和 反 向 飞行 ,并 假设 在 最 初时 刻 , 414, 位 于 B.B, 的 左 
11). А, 与 B81、4, 与 B, 分 别 重 合 时 ,在 KK 中标 出 这 两 点 并 记 为 
C, 和 Cz。 当 用 天 系 中 静止 的 量 杆 o 量度 C, C, 的 长 度 时 ,其 值 为 

І= 011-0 (В = ос) (2.3.15) 

泡 利 由 此 推论 (Pauli,1958 ) ,长 度 收 缩 不 是 单独 一 根 量 杆 所 测量 出 
的 性 质 ,而 是 两 根 彼此 做 相互 匀速 运动 的 相同 的 量 杆 之 间 的 倒 易 关 
系 , 这 种 关系 原则 上 是 可 以 观察 的 。 

看 来 ,目前 要 对 ”长度 收缩 究竟 是 表 观 现象 还 是 真实 效应 ”这 一 
问题 作出 决定 性 的 断言 还 为 时 过 早 ,因为 时 至 今日 , 尚 没有 任何 实验 
能 够 检验 长 度 收 缩 效应 。 


2.3.4 事件 次 序 


Tí Ba {ШЖ ЕК ЗЕ BR ,时 间 是 绝对 的 , 它 与 参考 系 的 选取 无 关 。 和 牛顿 
在 《自然 哲学 的 数学 原理 》 一 书 中 写 道 (Newton ,1687) “ХА. А 
正 的 和 数学 的 时 间 , 按 其 本 性 独立 地 均匀 流逝 ,不 受 任何 外 界 事物 的 
影响 "。 和 牛顿 的 绝对 时 间 观 一 直 延 续 到 1905 年 。 按 照 绝对 时 间 观 ， 
众多 事件 发 生 的 先后 次 序 是 绝对 的 ,与 观测 者 在 哪个 参考 系 考 察 没 
有 任何 关系 。 爱 因 斯 坦 则 认为 (Finstein ‚1905 ) ,时 间 是 相对 的 ,事件 
发 生 的 先后 次 序 也 不 是 绝对 的 。 第 一 个 论断 已 经 根据 洛 伦 兹 变换 在 





前 面 指出 ( 即 运 动 时 钟 变 慢 )。 下 面 根据 洛 伦 兹 变换 方程 (2. 3. 10) 
论证 第 二 个 论断 。 

БЕЛЕ КЖЕ Ох 轴 上 有 两 个 事件 P, 和 P, 同时 发 生 ( 在 天 系 
看 来 同时 发 生 ) P, 和 P, 的 空间 坐标 分 别 为 (xl ,0,0) 和 (zx2,0,0)。 
假定 这 两 个 事件 发 生 的 时 刻 为 萎 在 到 系 考 察 ) 。 对 于 天 ' 系 的 观测 者 
来 说 会 有 什么 断言 呢 ? 根据 洛 伦 兹 变换 (2. 3. 10) ,在 KK' 系 中 考察 ， 
这 两 个 事件 发 生 的 时 刻 分 别 为 


t, = (! - =) (2.3.16) 

由 此 得 
t-t = -77C - x) (2.3.17) 
若 假定 x, > x1 ,那么 ,方程 (2. 3. 17) 表 明 , 在 KK 系 看 来 同时 发 生 
的 两 个 事件 P, 和 P, ,在 K' 系 看 来 ,这 两 个 事件 不 是 同时 发 生 的 ,P， 
ЖТР, RE. щях =x 时 ,各 = 首 。 这 时 ,在 两 个 参考 系 考 察 所 得 
结论 是 一 臻 的: ， P, 和 P, 同时 发 生 。 更 广义 地 ， 可 以 假定 P, К 


0 这 时 BO. 3.17) 由 下 式 代 替 


th- 4 = y(t, — t) -了 (2 cm) (2.3.18) 


我 们 先 假定 tI Ll2, Xi S20 这 表明 ,在 天 系 考 察 , 对 于 处 于 两 个 不 
同 地 点 的 事件 P, M P, , Pi 先 于 P, 发 生 ( 因 为 ti Xt). 为 了 使 这 
两 个 事件 的 发 生 次 序 在 玉 ' 系 中 考察 正好 倒转 过 来 ,只 需 令 


y(t -u) < T -x) (2.3.19) 
BE CIS y 为 正 数 ) 
(t; = t) < 200 -а) (2.3.20) 


只 要 不 等 式 (2.3. 20) 成 立 ,那么 ,在 天 ' 系 中 考察 ， Pi 和 Р, 的 先后 次 
序 就 倒转 了 : P, ЖТР, EE, XBRE, K i-t 不 很 大 ,而 两 个 事 
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件 之 间 的 距离 x, — x, 很 大 时 ,就 可 以 使 不 等 式 (2.3. 20) 成 立 。 
把 上 述 结 论 加 以 推广 ,我 们 就 得 到 了 如 下 的 论断 (相对 论 观 
点 ) : 


HA n AFA P, Pao P, 在 自然 界 中 发 生 , 在 天 系 考察 , 它 
们 的 先后 排列 次 序 为 

(А): 一 已 一 … 一 PC 其 中 相 邻 排列 可 以 是 同时 的 ); 
但 在 相对 天敌 匀速 运动 的 系统 天 ' 中 考察 ,这 些 事件 的 排列 次 序 可 
能 仍然 是 (4) ,但 也 可 能 根本 不 是 。 


2.4 洛 伦 兹 变换 的 应 用 


2.4.1 速度 变换 


基于 洛 伦 兹 变换 方程 (2. 3. 10) ,可 得 到 速度 变换 公式 
‚ _ dx’ _ d[ убх - wt)] 4 dx — vdt 














u, 二 dt' 
v v 
a[ (i - 5) di - ds 
M 
dt u, 一 了 
= vd " (2.4.1а) 
па bg 
2 
d , d 1 - — u, 
u^ = i5 - — - = (2.4. 1b) 
d (e - ==) 1-—и 
2 
dz' 1 - 5 u, 
ир = 二 = € (2. 4. 1c) 
dt v 
1 — u, 


上 述 方程 给 出 了 天 与 上 ' 系 之 间 的 速度 变换 。 有 时 ,速度 变换 也 称 为 
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XE BE JL АЕ УШ S 

假定 在 天 系 中 考察 , 某 个 粒子 的 运动 速度 为 uw = (u, uy u,) , BB 
么 ,在 天 ' 系 中 考察 ,该 粒子 的 运动 速度 = (u, u, u) BERE 
(2.4.1) #1, 24 v— oo 时 , 回 到 了 经 典 速 度 亚 加 公式 。 此 时 ,方程 
(2.4.1) 的 一 阶 近似 是 经 典 速度 合成 公式 。 对 于 天 系 中 的 任意 一 东 
光 ,其 速度 可 表示 成 如 下 形式 : 


c = (u,,uy,uj), c = (u? +u? +u?) (2.4.2) 
在 K' 系 中 可 表示 成 如 下 形式 : 
с' = Cu', ,u'y u), с' = (u'2 +u” +2) (2.4.3) 
由 方程 (2. 4. 1) ,得 
2 2 1⁄2 














c 
ЕНЕНЕ Т A 
(Gm) (m (1-ш®) 
I v? 1⁄2 
= [22 - 20,0 +02 +u? +u? 0 (2 + 2) ] 
" z Qty z 
l - Zt 
1 v^ 1⁄2 
= [| -2шь +o? - 2) | 
1-2. | с? " 
c* 
_ c (1 - u.) = ° (2.4.4) 
l- u с 
с2 * 


n JL ,速度 变换 公式 (2.4.1) 可 以 保证 光速 恒定 假设 成 立 。 另 
外 ,应 用 速度 变换 公式 (2.4.1) 可 以 解释 Fizeau 于 1851 年 做 的 流水 
干涉 实验 (参见 Fizeau,1851; Nascimento ,1998 ; Selleri ,2003) 。 当 时 ， 
该 实验 的 目的 是 为 了 检验 Fresnel(1818) 的 以 太 拖 忠 理论 (参见 Nas- 
cimento,1998 ) EFRI o Fresnel 的 理论 有 一 个 致命 的 弱点 :对 于 具 
有 不 同 频 率 的 入 射 光 , 要 求 运动 介质 (比如 流水 ) 拖 忠 以 太 的 量 不 
同 。 按 速度 变换 公式 (2.4.1), 则 可 比较 自然 地 导出 运动 介质 中 的 
光速 。 除 了 Fizeau( 1851) 的 实验 证 据 之 外 ,Airy(1871) 的 望远镜 盛 
水 实验 ,Zeeman(1914 ,1915 ) 的 流动 水 和 运动 透明 固体 棒 实 验 ,Zee- 
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man and Snethlage (1920) 的 运动 石英 棱 实 验 ,Zeeman et а]. (1922) 
的 运动 火石 玻璃 棒 实 验 ,Macek et al. (2004) 的 流动 空气 实验 等 , 均 
在 一 定 的 精度 水 平 上 证 实 了 速度 变换 公式 (2.4.1)。 
另外 ,根据 洛 伦 兹 变换 还 可 以 导出 加 速度 亚 换 公式 ,这 里 省 略 。 


2.4.2 多 普 勒 效应 和 光 行 差 


经 典 的 多 普 勒 效应 由 多 普 勒 在 1842 年 提出 。 多 普 勒 效应 是 指 ， 
当 光 源 与 观测 者 之 间 有 相对 运动 发 生 时 ,观测 者 会 发 现 光谱 线 有 位 
移 。 直 观 地 说 ,就 是 观测 者 接收 到 的 频率 有 变化 。 光 行 差 现象 是 指 
由 观测 者 的 运动 而 引起 的 观测 者 所 看 到 的 光源 的 位 置 与 真实 位 置 之 
间 的 夹 角 , 最 先 由 Bradley (1729) 发 现 ( 参 见 Bradley et al.，1931 ) 。 
他 观察 到 ,恒星 在 一 年 的 不 同时 间 其 表 观 位 置 有 变化 。 这 种 现象 妇 
因 于 地 球 绕 太 阳 的 公转 运动 。 确 切 地 说 ,由 于 地 球 的 公转 运动 ,观测 
到 的 恒星 位 置 ( 视 位 置 ) 与 恒星 的 真实 位 置 有 一 差异 ,这 一 差异 就 是 
(周年 ) 光 行 差 。 下 面 根据 洛 伦 兹 变换 导出 普遍 的 多 普 勒 频 移 公式 
以 及 光 行 差 公 式 。 

考察 一 单 色 平 面 电磁 波 。 为 简单 起 见 , 假 定 在 天 系 考察 , 波 面 
法 线 nn 处 于 0-xy 平 面 内 (这 时 也 处 于 K' 系 0 -xy PEA) n 
与 Ox 轴 的 夹 角 为 6。 在 KK' 系 考察 , 波 面 法 线 变 为 n',n' 与 0'x' 轴 的 
夹 角 为 0'( 一 般 情 况 下 0' 与 9 不 同 )。 单 色 平面 波 在 K 和 KK' 系 中 可 
分 别 表示 成 (假定 上 =0 时 , =0) 如 下 形式 : 

{= Acos2af (1 _ хсов@ + ysin®) 


C 





D , tal ! 
y = A'cos2af' (1 _ x cosQ +y sing ) (2. 4. 5) 


其 中 f 和 了 ' 分 别 表示 平面 波 在 KK 和 KK' 系 中 考察 时 的 频率 。 
由 于 相位 2m/Lt — (xcos0 + ysin9) /c] J& AE E (Rosser, 1971), 
因此 有 
2af (: _ хоби эшо) = 2mf ( p х'соѕӣ' + y sing’) 


c c 





(2.4.6) 
33 — 723 V , IE 2k E S ( 2. 3. 10) 的 逆 变 换 可 以 写成 
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x =y(x' vt!) 
y=y' 
z = z' (2.4.7) 


Rr Us d 
实际 上 ,由 于 天 与 天 ' 的 对 称 性 ,直接 可 以 根据 方程 (2.3. 10) 写 出 方 
程 (2. 4.7)〈 这 时 "用 - "代替 )。 将 方程 (2.4.7) 代 人 方程 
(2. 4.6) ,得 


, vo, cos А , sin0 , 
f [7(: +-у'}- “уа + %t') Ty 


= f'[r _ cos0 r -sy (2.4.8) 
є 


c 
由 于 tx'、y' 是 任意 变量 ,要 使 上 述 方程 成 立 , 方 程 两 边 相 应 变量 前 
面 的 系数 必须 相等 , 即 有 


fy 1 - 二 cosg】 = f ' (2.4.9a) 
с 
D cosÓ — 2) = f 'cos0' (2.4.9b) 
c 
fsin@ = f 'sin8' (2.4.9c) 


方程 (2. 4. 9a) 给 出 了 多 普 勒 频 移 公式 [注意 到 y= (1 - v7 
c?) 1/2], Вр 


f' = 一 -一 / (2.4.10) 


方程 (2.4.10) 只 取 到 一 阶 项 , 则 得 到 经 典 多 普 勒 频 移 公式 


/' = (1 - —cos0]/ (2.4.11) 


由 上 式 可 见 , 经 典 理论 不 存在 横向 多 普 勒 频 移 (在 方程 (2. 4. 11) 中 
代入 9= п/2 便 得 到 f'=/)。 

在 狭义 相对 论 中 ,由 方程 (2.4. 10) , 令 0 = r/2 ,可 得 到 横向 多 普 
勒 频 移 
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Р = Ё (2.4.12) 





由 方程 (2.4.9b) 和 (2.4.9c) 得 


i- 
sin с 


tan0' = = sin0 (2.4.13) 
»( cos — =) cos0 — 2 
c c 
上 式 给 出 了 狭义 相对 论 意义 下 的 光 行 差 公式 。 若 令 v/e =0, 则 得 
到 经 典 光 行 差 公式 (Feynman et a1.,1963 ; #5, 5 2€ 1E ,1987) 





tang! = 5110 _ (2.4.14) 


v 
cos0 – 一 
C 


假定 星光 在 K 系 考 察 与 Оу 轴 的 反 向 重合 ( 即 从 天 顶 方向 射 
A) ,那么 ,在 KK' 系 考察 ,星光 的 方向 由 下 式 决定 ( 取 0 23072) 


2 


їап(т ta’) = J1 -二 
є? 


(2.4.15) 


v 
其 中 
0' = п+а' (2.4.16) 

7i f£ (2. 4. 13) B МЭЛ C BIR e? =0) 就 是 经 典 光 行 差 公式 。 

历史 上 有 不 少 实验 物理 学 家 对 多 普 勒 效应 进行 了 检验 ,其 基本 
原理 是 比较 飞行 光源 光谱 线 与 静止 光源 光谱 线 之 间 的 差异 。 在 氨 的 
极 隧 射 线 管 中 ,电极 放电 产生 的 氨 离 子 (Hz 和 Hy ) 被 强 电场 加 速 、 
准 直 ,形成 快速 运动 的 氢 离 子 东 。 这 种 快速 运动 的 氧 离子 东 可 作为 
运动 光源 。 将 它们 发 射 的 光谱 线 与 静止 氧 离子 发 射 的 光谱 线 进行 比 
较 , 即 可 观测 到 多 普 勒 频 稀 。Stark et al. (1906) 最 早 证 实 了 经 典 多 
普 勒 频 移 (在 方程 (2.4. 10) 中 将 因子 v^7c? 取 为 0 即 为 经 典 多 普 勒 
频 移 ) Ives and Stilwell (1938,1941) 的 实验 结果 表明 ,方程 (2. 4. 
10) 是 正确 的 。 

Olin et al. (1973) 利用 运动 原子 核发 射 的 y 射线 测量 了 纵向 多 
普 勒 频 移 ,其 原理 与 极 障 射线 实验 类 似 。 他 们 的 实验 结果 表明 ,在 
3.5% 的 实验 精度 水 平 上 ,实验 结果 与 方程 (2.4.10) 相符 。 
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利用 Mössbauer 效应 也 可 检验 方程 (2. 4. 10), 1958 年 ， 
Móssbauer 首先 发 现 了 原子 核 元 反 冲 y 射线 的 发 射 和 吸收 
( Móssbauer,1958a, b) ,这 一 效应 即 著名 的 Móssbauer 效应 ( 杨 福 家 
等 ,2002 ) Pound and Rebka(1960a) 利 用 Fe? 的 14. 4keV 0 y 射线 
进行 实验 ,实验 结果 在 允许 误差 范 围 内 与 方程 (2.4.10) 一致。 为 了 
检验 横向 多 普 勒 效应 (2.4.12) , Hay et al. (1960) 做 了 一 个 实验 ( 参 
见 图 2.4.1(a)) :他们 将 y 射线 源 Co" CE [EK TJ E Fe? 的 激 
发 态 ,后 者 随即 放出 у 射线 ) 放 在 可 高 速 转动 的 圆 盘 的 中 心 ,吸收 体 
Fe “ 放 在 圆 盘 的 边缘 ( 圆 盘 半径 6.2cm) , 圆 盘 的 转速 约 500 周 /s。 
实验 结果 在 2% 的 精度 内 与 横向 多 普 勒 频 移 公式 (2.4.12) 符 合 。 

Champeney and Moon(1961) 也 做 了 一 个 类 似 的 实验 ,但 他 们 是 
将 射线 源 Co? 和 吸收 体 Ее?” 分别 放 在 (旋转 的 ) 圆 盘 边缘 的 两 个 对 
径 点 上 (参见 图 2.4.1(b)) , Со 和 吸收 体 Fe” 的 线 速度 大 约 为 8 x 
10 sc。 实验 结果 表明 没有 横向 多 普 勒 频 移 。 





Co? 
(а) Hay 等 人 的 实验 ，Fe? 和 Co? 分 别 被 (b) Champeney and Мооп 398, Fe” 
放置 在 圆 盘 的 边缘 和 中 央 ， 发 现 有 和 Co5 被 放置 在 圆 盘 边 缘 的 对 径 点 
横向 多 普 勒 频 移 上 ， 没 有 发 现 模 向 多 普 勒 频 移 


图 2.4.1 检验 横向 多 普 勒 频 移 的 实验 


Champeney and Moon 的 实验 说 明了 什么 问题 呢 ? 假定 观测 者 位 
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于 圆 盘 中 心 ,那么 ,发射 源 和 吸收 体 均 以 线 速 度 8 x10-sc 相对 观测 
者 作 模 向 运动 ,因此 ,发 射 源 以 及 吸收 体 的 固有 振动 频率 相对 观测 者 
来 说 均 由 方程 (2.4.12) 决 定 。 这 表明 ,发 射 源 与 吸收 体 之 间 不 存在 
横向 多 普 勒 频 移 ,符合 Champeney and Мооп (1961) 的 实验 结果 。 但 
如 果 我 们 再 深入 一 步 思 考 ,就 会 发 现 这 种 解释 是 不 能 令 人 满意 的 。 
因为 发 射 源 与 吸收 体 之 间 存 在 相对 (横向 ) 运 动 速 度 , 而 实验 完全 是 
吸收 体 与 发 射 源 之 间 的 事 ,与 圆 盘 中 心 是 否 存在 “观测 者 "无 关 。 如 
若 不 然 ,我 们 可 以 设想 4 和 B 相对 于 “静止 "的 观测 者 0 相向 等 速 运 
动 ,于 是 , 0 的 断言 是 ,时 钟 4 和 时 钟 В 的 运行 速率 一 样 快 ; 但 就 4 
而 言 , B 处 的 时 钟 的 运行 速率 如 何 呢 ?如 果 A 也 作出 “时 钟 4 和 8B 
的 运行 速率 一 样 快 的 断言 ,那么 ,就 回 到 了 牛顿 的 时 间 观 ,这 是 狭 
义 相 对 论 不 允许 的 。 按 狭义 相对 论 , A 与 8 之 间 的 关系 的 判断 必须 
由 4 或 8 来 完成 ,不 能 用 某 个 “中 介 人 "来 判断 。 但 如 果 不 能 用 “中 
介 人 ”, 那 么 ,Champeney and Moon( 1961) 的 实验 结果 与 方程 (2. 4. 
12) 不 符 。 因 此 ,我 们 并 不 认为 Champeney and Moon 的 实验 支持 狭 
义 相 对 论 。 对 探讨 此 问题 有 兴趣 的 读者 可 参阅 有 关 文 献 ( 例 如 , 申 
XX&,1994) 。 


2.4.3 惯性 质量 公式 


在 牛顿 力学 中 ,一 个 粒子 的 惯性 质量 m 被 定义 为 该 粒子 所 受到 
83273 F 与 该 粒子 所 获得 的 加 速度 a 之 间 的 一 个 比例 系数 ,用 函数 形 
式 表 述 就 是 

F = ma (2.4.17) 
并 且 假 定 了 惯性 质量 m 与 运动 速度 无 关 。 实 际 上 ,牛顿 第 二 定律 是 
用 下 述 形 式 表述 的 


= 4 
F = di (2.4.18) 
其 中 
p = mu (2.4.19) 


是 粒子 的 动量 ,& 是 粒子 的 运动 速度 。 在 牛顿 力学 中 ,由 于 m 是 常 
数 ,因此 ,方程 (2. 4. 18) 与 方程 (2.4.17) 一 致 。 
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在 狭义 相对 论 中 ,并 不 假定 惯性 质量 是 不 变量 。 在 假定 动量 守 
恒定 律 成 立 的 前 提 下 ,通过 考察 两 个 完全 弹性 球 的 磁 撞 过 程 ,并 应 用 
速度 变换 公式 (2. 4. 1) , 即 可 推导 出 如 下 的 惯性 质量 方程 (Lewis and 
Tolman ,1909 ; Born ,1924 ; Rosser, 1971) : 


m = (2. 4. 20) 





其 中 mo 是 静止 (惯性 ) 质 量 ,这 里 的 静止 质量 是 相对 于 某 个 惯性 系 
K m A AJo 

上 述 方程 表明 ,运动 粒子 的 惯性 质量 增 大 了 。 按 狭义 相对 论 , 粒 
子 的 动量 和 力 分 别 由 方程 (2. 4. 19) 和 方程 (2.4. 18) 来 定义 ,其 中 惯 
性 质量 由 方程 (2.4. 20) 给 出 。Rosser(1971) 给 出 了 方程 (2.4.20) 的 
详细 推导 过 程 。 

在 狭义 相对 论 之 前 ,Abraham(1903) 把 电子 看 做 芷 一 种 以 速度 » 
运动 的 完全 刚性 的 球形 粒子 (参见 Rosser,1971) ,并 由 此 导出 了 惯性 
质量 公式 (Miller,1981 ; 张 元 仲 ,1979 ) 


_3mol +B, 1+B 
m= yal T ni -1) (2.4.21) 








其 中 В = о/с, 

洛 伦 兹 (1904) 则 在 “电子 沿 运动 方向 按 因子 V1 -有 发 生 收 缩 ” 
的 假定 之 下 ,导出 了 电子 (惯性 ) 质 量 随 速度 变化 的 公式 (2. 4. 20), 
参见 (Lorentz et al ,1923 ) 。 

无 论 采 用 方程 (2.4.20) 还 是 方程 (2.4.21) , 均 可 解释 Kaufmann 
(1901) 的 电磁 偏转 实验 。 该 实验 的 基本 原理 是 利用 电磁 偏转 方法 
测定 电子 的 运动 速度 对 电子 的 荷 质 比 e/m 的 响应 。 实 验 表 明 e/m 
随 速度 的 增加 而 减 小 。 在 电荷 不 变性 假定 之 下 , H 88 IA т 随 速 度 
的 增加 而 增 大 。 但 Kaufmann(1901) 的 实验 无 法 区 分 方程 (2.4.20) 
与 方程 (2.4.21) 究 竟 哪 个 正确 。 后 来 ,Rogers et al. (1940) 的 电子 偏 
转 实验 在 1% 的 精度 水 平 上 支持 方程 (2.4. 20) ,不 支持 方程 (2. 4. 
21) 。 

Grove( 1953 ) 利用 质子 在 回旋 加 速 器 中 的 运动 过 程 . 在 0.19% 的 
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精度 水 平 上 证 实 了 方程 (2.4. 20), 详 见 Rosser (1971) , Champion 
(1932) 则 利用 电子 的 弹性 碰撞 实验 (观测 电子 经 弹性 碰撞 之 后 的 散 
射 角 ) 也 证 实 了 方程 (2.4.20)。 不 过 ,最 终 对 Champion 实验 结果 的 
解释 应 该 应 用 量子 力学 中 的 散射 理论 。 因 为 电子 属于 微观 粒子 , 服 
从 量子 力学 运动 规律 。 单 就 Champion (1932) 实 验 本 身 而 言 ,后 来 
Farago and Janossy(1957) 指 出 ,Champion 实验 的 实际 误差 要 比 实验 
中 所 考虑 的 误差 更 大 ,因此 ,该 实验 对 检验 质量 公式 (2.4.20) 没 有 
提供 充分 的 证 据 。 另 外 ,Raboy and Trail( 1958 ) 则 指出 ,Champion 实 
验 不 能 区 分 方程 (2.4.20) 与 方程 (2.4.21)。 


2.4.4 质 能 公式 


按照 功 的 一 般 定义 ,粒子 在 力 下 的 作用 下 行进 一 段 距离 ds 被 做 
的 功 为 


dw = F - ds (2.4.22) 
如 果 假 定 此 全 部 功用 于 增加 粒子 的 内 能 ,那么 ,粒子 的 内 能 增 量 为 
dE = F - ds (2.4.23) 


由 于 粒子 的 内 能 变化 与 粒子 行进 的 路 径 无 关 , 只 取决 于 路 径 的 两 个 
端点 ,因此 ,粒子 在 力 F 的 作用 下 从 4 点 运动 到 8 点 之 后 ,内 能 的 增 
加 量 为 


B 
AE = Е: (2.4.24) 


ЖЕЛ Ж (2. 4.18) ~ (2.4.20) 代 入 方程 (2. 4. 24) 并 完成 积分 运算 , 便 
得 到 如 下 结果 


АЕ = mc - тус? = - тус? (2.4.25) 





这 里 假定 了 当 粒 子 处 于 4 点 时 为 静止 状态 ,处 于 В 点 时 运动 速度 为 

由 方程 (2. 4. 25) ,一 个 自然 的 推 想 就 是 ,粒子 处 于 静止 状态 时 
RAEE moc*( 称 为 静 质 量 能 ), 当 运动 速度 达到 v 时 ,具有 能 量 
mc?*。 于 是 ,可 令 : 
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E = тє? = (2.4.26) 





方程 (2. 4. 26) 就 是 著名 的 爱 因 斯 坦 质 能 公式 , 它 是 爱 因 斯 坦 于 
1908 年 基于 狭义 相对 论 得 到 的 (Lorentz et al.,1923) 。 由 于 光速 约 
等 于 3 x 108mvs(c = 299792458m/s ,参见 Stócker ,2004; Mohr et al., 
2008) ,因此 ,即使 一 小 块 物质 ,比如 质量 只 有 1g, 它 的 能 量 如 果 全 部 
释放 出 来 ,将 有 9 х10!2](9 x 109 erg, 1 Ж = 1 x 107 尔格 )。 粗 略 地 
说 ,这 一 能 量 相 当 于 一 头 黄牛 耕地 700 万 年 (每 天 耕地 时 间 按 10 小 
时 计 ) 所 做 的 功 ,或 相当 于 一 个 6 级 地 震 释 放出 来 的 能 量 ( 按 震级 M 
5f$EE E 2 [B] 108 Э© £ =É logE 212 + 1. SM 估计 ,其 中 已 以 尔格 为 单 
位 ,参见 Lay and Wallace ,1995) , 约 等 于 0.3 亿 千 瓦 时 电能 。 

质 能 方程 (2.4. 26) 可 以 说 是 狭义 相对 论 中 的 一 个 最 重要 的 结 
论 。 一 个 物体 具有 质量 m ,就 相应 地 具有 能 量 。 反 过 来 ,具有 能 量 
E 的 物体 也 就 具有 质量 m. E Ej m 由 方程 (2.4.26) 联 系 了 起 来 。 通 
常 ,对 质 能 公式 (2. 4. 26 ) 不 能 直接 进行 检验 ,而 是 通过 测量 物体 的 
能 量 的 变化 AE 和 质量 的 变化 Am 来 实现 的 。 显 然 , 我 们 可 以 写 出 
如 下 方程 

АЕ = c?àm (2.4.27) 

最 早 的 检验 方程 (2. 4.27) 的 实验 是 由 Cockeraft and Walton 
(1932) 完 成 的 。 他 们 的 实验 结果 基本 上 与 方程 (2.4.27) 一 致 ,但 实 
验 精度 不 高 。Smith(1939) 以 更 高 的 精度 证 实 了 方程 (2.4.27) 的 正 
确 性 。 后 来 ,Hudson and Johnson( 1968 ) 的 实验 在 0.2% 的 精度 水 平 
上 证 实 了 方程 (2.4.27) 的 正确 性 。 


2.5 形式 发 展 


2.5.1 闵可夫 斯 基 空 间 


按照 牛顿 的 观点 ,空间 和 时 间 都 是 绝对 的 ,二 者 没有 内 在 的 关 
联 。 爱 因 斯 坦 则 指出 了 二 者 的 关联 性 。 早 在 1904 年 , 彭 加 勒 就 指出 
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了 空间 和 时 间 有 可 能 构成 四 维 连 续 世 界 ( 参 见 中 译本 , 彭 加 勤 ， 
2003)。 闵 可 夫 斯 基 (1908) 更 进 了 一 步 ,他 在 《空间 和 时 间 》 一 文中 
指出 (参见 Lorentz et al.,1923):“ 从 现在 起 ,孤立 的 空间 和 孤立 的 时 
间 注 定 要 消失 成 为 影子 ,只 有 两 者 的 统一 才能 保持 独立 的 存在 。” 将 
空间 直角 坐标 x,y,z 和 时 间 坐 标 ;等同 看 待 , 则 得 到 一 个 由 数组 (i， 
x,y,z) 表 示 的 四 维 连 续 区 。 闵 可 夫 斯 基 把 (1,x,y,z) 称 为 一 个 世界 
点 ,把 一 切 可 以 设想 的 数组 (t,x,y,z) 的 全 体 称 为 四 维 世 界 。 任 何 一 
个 事件 的 连续 运动 过 程 都 可 以 用 数组 (i,x,y,z) 表 示 出 来 ,由 该 数组 
所 给 出 的 一 条 曲线 称 为 世界 线 。 可 以 认为 ,整个 四 维 世 界 由 世界 线 
构成 。 由 于 闵可夫 斯 基 的 卓越 研究 ,狭义 相对 性 假设 可 以 用 下 面 更 
广义 的 假设 来 蔡 换 : 原 时 间隔 

ds? = с2472 = dt? - ах? — dy? — dz? (2.5.1) 
是 不 变量 。 简 单 地 理解 ,这 里 的 原 时 间隔 是 指 四 维 时 空中 相 邻 两 点 
之 间 的 距离 。“ 原 时 间隔 是 不 变量 ”, 是 指 无 论 在 什么 参考 系 中 考 
察 , 原 时 间隔 ds? 都 保持 不 变 ,尽管 dt.dx、dy、dz 可 以 变化 。 不 难 验 
证 ,把 洛 伦 兹 变换 方程 (2.3.10) 代 入 方程 (2. 5. 1) 就 会 发 现 ds? 保持 
不 变 , 即 ds”=ds*。 反 过 来 也 可 以 证 明 , 使 原 时 ds? 保持 不 变 的 非 奇 
异 变换 只 有 洛 伦 效 型 变换 (当然 不 是 由 方程 (2. 3. 10) 给 出 的 形式 ， 
而 是 更 一 般 的 形式 ,参见 方程 (2. 5. 8), 因 为 方程 (2. 3. 10) 或 方程 
(2.4.7) 给 出 的 只 是 特例 )。 简 单 地 说 ,如 果 承 认 四 维 时空 , 承 认 爱 
因 斯 坦 的 狭义 相对 论 , 那 么 ,四 维 ( 平 直 ) 时 空中 的 任意 两 个 相 邻 点 
之 间 的 距离 (也 称 原 时 间隔 ) ,只 能 取 (2.5. 1) 形 式 。 


2.5.2 光速 单位 制 


为 了 方便 起 见 ,我 们 引进 光速 单位 制 , 即 令 ec =1。 由 于 速度 的 
定义 是 [ I& BE ] / [时间 ]( 按 国际 单位 制 可 表示 成 m/s) ,因此 ,在 光速 
单位 制 中 ,长 度 与 时 间 具 有 同样 的 量 纲 ,而 速度 则 是 无 量 纲 量 。 假 定 
有 一 粒子 的 运动 速度 为 u, 那 么 ,在 光速 单位 制 中 进行 实际 运算 时 应 
该 用 u/c 来 代替 。 这 里 需 着 重 指 出 ,以 下 在 任何 方程 中 遇 到 普通 速 
度 “, 其 数值 是 无 量 纲 小 量 , 即 采用 国际 单位 制 下 的 实际 速度 u 与 真 
空中 光速 c 的 比值 w/c。 假 定 有 一 距离 上 ,在 光速 单位 制 中 运算 时 应 


第 2 章 狭义 相对 论 导 引 











取 Zic ,实际 上 就 是 工本 身 ( 因 为 c=1) ,以 秒 为 单位 ,从 而 得 到 时 间 
量 纲 。 时 间 的 单位 没有 变化 。 从 现在 起 ,我 们 将 采用 光速 单位 制 。 
在 光速 单位 制 中 ,方程 (2.5. 1) 可 表示 成 

ds? = dr? = d£ -dx2 ~ dy? - dz? (2. 5. 2) 
FH x° 表示 时 间 1, 用 x! ax? a 分 别 表示 位 置 和 撩 量 x 的 笛 卡 尔 坐 标 分 
量 x、y、z, 并 3 引进 闵可夫 斯 林 度 规 


-1 «=B=0 
Nag = {+1 a = В = 1,2,3 (2.5.3) 
0 e = В 
则 原 时 间隔 可 以 表述 成 如 下 简明 形式 
ат? = di? - dx? = — m 8 dx" dx? (2.5.4) 


这 里 以 及 以 后 均 采 用 爱 因 斯 坦 求 和 约定 :两 个 希腊 指标 (如 о, В, у 
等 ) 相 同 ,并 且 一 个 在 上 ,一 个 在 下 , 则 表示 遍及 0,1,2,3 求 和 ;如 果 
是 两 个 拉丁 指标 (如 i,j,k 等 ) 相 同 ,一 个 在 上 ,一 个 在 下 , 则 表示 遍 
及 1,2,3 求 和 。 其 他 情形 不 求 和 ,除非 作 特 别 说 明 。 

由 方程 (2. 5.4) ,得 


21-£€ (2.5.5) 


其 中 dx?/d£ 表示 粒子 的 运动 速度 。 对 于 光子 ,其 运动 速度 为 c= 1， 
即 有 472/40? =0, 因 此 , 光 的 传播 由 下 列 方程 描述 
dr = 0 (2.5.6) 
由 于 党 伦 兹 变换 不 改变 原 时 间隔 , 即 dr’ = dr, 因 此 ,由 方程 (2. 
5.6) 得 dr'=0, 即 1dx'/di'1=1。 这 表明 光速 在 新 的 惯性 参考 ( 坐 
标 ) 系 中 仍然 是 1。 


2.5.3 事件 间隔 


一 个 世界 点 (1,x,y,z) 也 称 为 一 个 事件 。 整 个 四 维 世 界 可 以 看 
作 由 无 数 事 件 构 成 。 由 于 每 一 个 事件 都 对 应 于 一 个 世界 点 ,因此 , 任 
意 两 个 相 邻 事件 之 间 的 间隔 可 以 用 对 应 的 相 邻 世界 点 之 间 的 空间 间 
ERRER. BREF PA O 所 对 应 的 世界 点 分 别 为 (1,x,y,z) 和 
(1+ dt,x + dx,y + dy,z + dz) , Sb, $ {F P 55 Q 的 间隔 由 方程 
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(2.5.4) iR, M dr? >0.4т? <0.4т> =0 时 ,分 别称 事件 P 与 0 的 
间 隅 为 类 时 的 、 类 空 的 、 类 零 的 (或 类 光 的 )。 如 果 事 件 间 隔 是 类 时 
的 , 则 可 利用 光 信 号 建立 事件 PP 与 Q 之 间 的 联系 。 但 如 果 事 件 间隔 
是 类 零 的 或 类 空 的 , 则 无 法 采用 光 信 和 号 建立 已 与 Q 之 间 的 联系 。 为 
了 证 实 这 一 点 ,由 方程 (2. 5.4) 得 


(47) =1-и? (2.5.7) 


Hp u= lul РУО 之 间 的 分 离 速 度 。 

M P.Q 的 分 离 速 度 小 于 光速 时 ,可 以 用 光 信 号 建立 它们 之 间 的 
联系 ,这 时 ,事件 间隔 属于 类 时 的 (dr” >0) 情 况 。 当 它们 的 分 离 速 
度 等 于 或 大 于 光速 时 ,无 法 用 光 信号 建立 它们 之 间 的 联系 ,因为 由 P 
(或 @) 发 出 的 光 信 号 永远 追 不 上 QC P) ,这 是 属于 类 堆 或 类 空 的 
(dz? =0 或 de? <0) 情 况 。 


2.5.4 一 般 洛 伦 兹 变换 表示 
一 般 洛 伦 兹 变换 可 表示 成 如 下 形式 ( Weinberg,1972): 


x'“ = A*SxP + a° (2. 5. 8) 
其 中 , Лев fll a^ 是 常数 , 且 满 足 条 件 
A*, АВ в = ys (2.5.9) 


其 中 n s 是 闵可夫 斯 基 度 规 。 
车 采用 由 方程 (2. 3. 10) 给 出 的 特殊 洛 伦 效 变换 ,那么 ,aa = 0， 
A“s 由 下 列 矩阵 表示 


y -Ww 0 0 
一 0 0 
А%=| 7 Y (2.5.10) 
0 0 1 0 
0 0 0 1 


下 面 考察 一 般 洛 伦 兹 变换 (2. 5.8) 是 否 保 持原 时 间隔 dr? 不 变 。 
dr? =- 7,5 dx" dx'P (2.5. 11) 
将 方程 (2. 5.8) 代 入 上 式 并 顾及 方程 (2. 5. 9) ,注意 到 da* 20,8 
dz” = – Nag Л" ах? AP,dx? = - nog Д", AP ,dxYdx2 
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= — msdxydx? = dr? (2.5.12) 
可 见 ,一 般 洛 伦 兹 变换 (2.5.8) 使 原 时 间隔 保持 不 变 。 
一 般 洛 伦 兹 变换 具有 如 下 一 组 解 (Weinberg,19721) : 





А% = у= (1-12) -* (2. 5. 13a) 

Aš, = yv (2.5.13b) 
、 | А _ 1 

A = l, + v»; 175 (2. 5. 13c) 

до, = ур, dy = 1,2,3 (2. 5. 13d) 


其 中 ， vm, б, 是 (三 维 )Kronecker 符号 : HS і = Е, ô; =1;`4 i j 
时 , 55 =0。 | 

今后 提 到 一 般 洛 伦 兹 变换 ,是 指 4*e 由 方程 (2. 5. 13 ) 给 出 ,尽管 
这 并 不 是 最 广义 的 洛 伦 兹 变换 。 


2.6 ”相对 论 动力 学 


2.6.1 相对 论 力 


定义 一 个 作用 于 坐标 为 x**(7) 的 粒子 上 的 相对 论 人 性 的 力 (Wein- 
berg ,1972 ) 
d?x* 


dz? 





fe= m 


其 中 m 是 粒子 的 静止 质量 。 

若 f° 已 知 , 则 可 求 出 粒子 的 运动 轨迹 。 如 何 求 定 f°“ 呢 ? 有 两 条 
性 质 可 以 把 f° 与 牛顿 力 联系 起 来 (Weinberg,1972): 

(1) 粒 子 静 止 时 ,dr = dt, 因此 , f ° =F*, 其 中 下 ' 是 普通 牛顿 力 
F( 它 是 四 维 力 /* 的 空间 部 分 ) 的 向 卡 儿 分 量 ,F? =0。 

(2) 在 一 般 洛 伦 兹 变换 下 , de't = A*,daP, REP A^ 由 方程 
(2.5.13) 给 出 。 由 于 dr 是 不 变量 ,因此 

d2x’® d? x? 


= m A*? 
dz"? В 472 


(2.6.1) 








= дер? (2.6.2) 
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任何 量 , HHE 8 dx* 或 f* 那样 按照 方程 (2.6.2) 变 换 , 则 称 为 四 
维 矢 量 。 矢 量 属 于 一 阶 张 量 ,参见 2.7 节 和 3.2 节 。 

建立 一 个 随 粒 子 一 起 运动 的 坐标 系 x% ,在 这 个 坐标 系 中 粒子 处 
于 静止 状态 。 于 是 , 按 (1), 粒 子 在 x° 系 中 所 受 的 力 可 写成 1'*= 
Е" ,其 中 F =0, 但 在 坐标 系 x* 中 考察 ,粒子 以 速度 v 运 动 。 为 此 ， 
作 一 个 洛 伦 兹 变换 , 便 得 到 在 x“ 系 中 的 找 述 

f“ = Ass(ə) FP (2.6.3) 

将 方程 (2.5.13) 代 人 上 上 式 , 即 可 得 到 显 式 


f =F (y 190000) (2.6. 4а) 
f o= yu: Е = v: f (2.6.4b) 
2.6.2 能 量 和 动量 
根据 相对 论 力 的 定义 式 (2.6.1) ,有 





a dx dí d<" 
frs m i$) (2.6.5) 
ЖФ, m 是 静止 质量 ,是 常数 。 若 令 
a p 9“ 
р“ = т dz (2.6.6) 
则 相对 论 性 的 牛顿 第 二 定律 可 表示 成 
dp* _ pa 
cf (2.6.7) 
p^ 称 为 粒子 的 能 量 动量 四 维 矢 量 。 由 于 
dz = (dt? - dx?)!2 = (1 -2) 2dt (2.6.8) 
FTE, р" 的 空间 分 量 (a 关 0) 构 成 动量 矢量 
p = туй = myu (2.6.9) 
р" 的 时 间 分 量 (a =0) 是 能 量 (注意 光速 单位 制 ) 
dr dt 
PEE=m = ma = ту (2. 6. 10) 


在 光速 单位 制 中 ,c=1, 因 此 ,1s 相当 于 3 x 10 em, m 1e 相当 于 
9 x1053J。 另 外 ,由 方程 (2.6.6) 定 义 的 能 量 动量 四 维 矢量 满足 形 如 
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式 (2. 6.2) 的 方程 











Pm a Ант rr = As P. 
(2.6.11) 
由 方程 (2. 6.6) 以 及 方程 (2. 5.4) 得 
d<“ dx£ ( — m. a dx? dË ) 
панти = ngm U „ы 
(2.6.12) 
将 方程 (2.5.3) 代 人 上 式 , 得 
- (p9)2 + pp! = — m? (2.6.13) 
故 有 能 量 动量 方程 
Е(р!) = p? = (рр! + т?) !/? (2.6.14) 


其 中 , p,=pi, р,р'=рүр! +PP? +рзр?. 

在 相对 论 中 ,光子 被 认为 是 没有 静止 质量 的 以 光速 运动 的 粒子 。 
近代 物理 学 认为 ,以 光速 运动 的 粒子 还 有 中 微 子 。 不 过 ,中 微 子 是 否 
存在 静止 质量 的 问题 目前 尚 无 定论 ,实验 所 能 表明 的 是 ,如 果 中 微 子 
有 静止 质量 ,其 上 限 也 不 会 超过 10 -4kg。 无 论 是 光子 还 是 中 微 子 ， 
它们 都 具有 能 量 和 动量 ,其 中 ,能 量 与 动量 之 间 的 关系 由 下 列 方程 给 
出 


E = /p;p' (2.6.15) 
这 只 要 在 方程 (2.6. 14) +4 т =0 89748 8], 


2.7 天 量 和 张 量 


前 面 曾 经 用 到 了 四 维 矢量 的 概念 。 对 于 任意 一 个 量 Vo VH р 
Ж x“ 按 如 下 规律 变换 
х® — х'® = ЛА рай (2.7.1) 
时 ,V* 的 变换 规律 为 
ys — уа = Да И (2.7.2) 
MFR V* 为 逆 变 四 维 矢量 ,其 中 4"p 由 式 (2.5.13) 给 出 。 对 于 任意 一 


59 


60 相对论 与 相对 论 重力 测量 
一 





ТЕ U, AERE h FAME 


Ua —> U, = Af Ug (2.7.3) 
则 称 U, 为 协 变 四 维 矢 量 ,其 中 4。p Ле ВЕ ВЕ, EXA 
Aab = т.т? Av, (2.7.4) 


引入 285 的 目的 是 为 了 符合 求 和 约定 ,m85 在 数值 上 与 по (АА 
斯 基 度 规 ) 完 全 相同 。 
基于 方程 (2. 5. 3) ,我 们 有 
+1 = = В 
0 a = В 
其 中 5,9 是 四 维 Kronecker 符号 。 由 方程 (2.7.4) 和 (2.7.5), 并 顾 
及 方程 (2. 5.9) ,得 
Aa” Лев = Nan A,’ AS = q* CA, A pna) 
= Nn Nag = ôg (2.7.6) 
由 此 可 见 , ALP ВЕЛ" ВЕ Е. ZE—2b , A ffe Н i ER RE pu 
维 矢 量 的 标量 积 是 不 变量 
U,V'* = A PUp AV? = 58,0308 = ИВ (2.7.7) 
f 4 ЩА B VP 对 应 有 一 个 协 变 四 维 矢量 ,定义 为 
V, = qu V (2.7.8) 
因此 (参照 方程 (2.7.2) 和 方程 (2.7.4) ) 
Ya = nag V? = Tag AP, V? = Tag ЛВ ("^ V,) 


вәт, = 5,8 = | (2.7.5) 


= парт? AP,V, = Л.У (2.7.9) 
同 理 , 每 个 协 变 四 维和 撩 量 U, 对 应 有 一 个 赣 变 四 维和 失 量 
U“ = n° Us (2.7.10) 


值得 注意 的 是 ,mo 和 ys 可 分 别 用 来 提升 或 下 降 指标 , 即 
т Vg = т (ma V) = 8*,V* = V° 


ma UP = nag C Us) = 58,0 = U, (2.7.11) 
由 于 da? 的 变换 规则 为 (参见 方程 (2.7.1) ) 
dx'* = A“ вах? (2.7.12) 


Ee ,dx* HEERE., 











第 2 章 狭义 相对 论 导 引 
对 于 梯度 3/9x” 来 说 ,由 于 
9 ах? ә pg 9 2.7.13 
Ox’ Ox Әх _ Aa дхё (2.7.13) 
因此 ,由 方程 (2.7.3) 可 知 ,梯度 是 协 变 矢量 。 上 式 用 到 了 
ax LA (2.7.14) 
дх'° 
因此 
dz'a = Лерх (2.7.15) 
ТЕ Ез БЛ [б] Н] ЕН A。* ,得 


А„*^дх'®* = A,^ Авба = брда = dx* (2.7.16) 
逆 变 矢量 V" BORSE ( Bl ӘЎ“/әх° ) iE 45 38 RE 














oV'e а aV? ax? 
= (AVE) = A“, 一 一 
ox" дхта P P gx ga'a 
ave oV? — ave 
= A*,A.* = „^ = (2.7.17 
Ва х^ В x^ ox? ? 
D'Alembert 算 子 
ә ð а? 
g? = 一 ao I _ е -= v2... 2.7.18 
N gab axo ә? ? 


EDER, WAEREA 经 пее БЗ pR Т AERE B° , 
Jc Pi tj ИЛЕ К B Ә/әх# 作用 ( 缩 并 ) 之 后 变 成 了 标量 (不 变量 ) 在 
方程 (2.7. 18) 中 , VÆ Nabla 算 符 ( 即 梯度 算 符 ) o 
标量 没有 指标 ,或 认为 具有 有 零 指 标 ,属于 零 阶 张 量 。 矢 量具 有 一 
个 上 指标 或 下 指标 ,满足 一 定 的 变换 规律 ,属于 一 阶 张 量 。 一 般 的 张 
量具 有 多 个 上 指标 或 下 指标 ,同样 满足 一 定 的 变换 规律 。 严 格 的 张 
量 定义 将 涉及 近代 数学 概念 (比如 流 形 .拓扑 、 映 射 等 ) ,我 们 将 在 下 
一 章 给 出 ( 见 3.2 节 )。 下 面 只 给 出 浅显 的 定义 。 
设 有 一 个 对 象 T?Y a ,满足 如 下 变换 规则 
ТУ a — Тар = AYA. Ag Т (2.7.19) 
则 称 77。e 为 (三 指标 ) 三 阶 张 量 ,确切 地 说 , 是 基于 四 维 空间 的 三 阶 
RAIE, Mk EE Tg T., T Th KERER, H 
位 置 以 及 顺序 不 是 无 关 紧 要 的 。 比 如 ,7T*s 和 了 .可 以 相同 ,也 可 以 
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不 同 。 构 成 张 量 的 方法 主要 有 以 下 几 种 : 

(1) 线 性 组 合 。 具 有 相同 上 标 及 下 标的 张 量 的 线性 组 合 仍 然 是 
张 量 , 且 有 与 原始 张 量 相同 的 上 标 和 下 标 。 比 如 , 设 R*s 和 Ss 是 张 
量 ,a 和 56 是 标量 ( 即 常数 ), 则 

T^, = a R“, + b S“, (2.7.20) 
是 张 量 , 这 一 点 很 容易 证 实 。 

(2) 直 积 。 两 个 张 量 的 分 量 的 乘积 产生 一 个 张 量 ,其 上 标 和 下 
标记 水 来 两 个 张 量 的 全 部 上 标 和 下 标 构 成 。 例 如 , 设 4*。 和 BY 是 张 
t , 则 

T*,* = Ае В? (2.7.21) 
也 是 张 量 ,此 因 
T'ap” = А'%В'У = A*,A,B AY, AÈ BA = Ле, Лер AY, TO 
(2. 7.22) 

(3) 缩 并 。 令 一 个 张 量 的 上 指标 与 下 指标 相同 ,再 将 它们 遍历 
0、1.2.3 求 和 , 则 产生 一 个 只 缺少 此 二 指标 的 张 量 。 例 如 , 设 T*p™ 是 
张 量 , 则 

T = Т В (2.7.23) 
t4É— КЕ (ШЕ A ЕН )„ Я ВА НО, КА T RA — Rh H8 2f 
ВОЕН В К ЖЕТ“ „78, То „55 р TP PH BI BB ЖЫ |] , +B. 
可 能 不 同 。 

(4) 微 商 。 任 何 一 个 张 量 的 导数 9/9x* 是 增加 了 一 个 下 标 o 的 
张 量 。 例 如 , 设 THY 是 张 量 , 则 

T. = Prud (2.7.24) 


也 是 张 量 ,这 是 因为 
T' Ву = _9 pey = AÁ s 9 (АВ А? Т) 
i дх'® “ Әх? ? 
9 
= A4? AP, AY, Pu = AQ! AP, AY T, (2.7.25) 


除了 标量 之 外 ,存在 三 种 特殊 的 张 量 , 其 分量 在 所 有 坐标 系 (这 
里 是 指 由 洛 伦 兹 变换 相 联 系 的 所 有 坐标 系 ) 中 相同 。 
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i) 由 方程 (2.5.3) 定 义 的 闵可夫 斯 基 张 量 ng nA. H TOR 
据 方程 (2. 5.9)) 
"ag = As? Ав nys (2.7.26) 
以 及 
т^ тад = NENP AT, Л? рт у 
0»5*82 = (N Л? us) Ст? A" gm) 07? 
^^ = ААА? (2.7.27) 
因此 ,nag 和 m3 分 别 是 二 阶 协 变 张 量 和 二 阶 逆 变 张 量 。 
由 于 nog 与 9 的 乘积 仍然 是 张 量 ,因此 ,Kronecker 符号 
Eg = тту (2.7.28) 
也 是 张 量 ,确切 地 说 是 二 阶 混合 张 量 。 
ii) Levi-Civita 张 量 定义 如 下 
+1 Æ aßyô Æ 0123 的 偶 置 换 


eP = 1.1 ж овуб 是 0123 的 奇 置 换 (2.7.29) 

0 ”其 他 情形 

可 以 证 明 (Weinberg,1972 ; Schutz,1980) 
A*, AP, AY, AŠ EFTS = e878 (2.7.30) 


I Jt е8 B 98 — SK B Tf] E. Ç B ## — 1-2} ROUGE TR ТЕЁ Ее F 
保持 不 变 。 

iii) 零 张 量 定义 为 一 个 具有 任意 选取 的 上 指标 与 下 指标 式样 的 
张 量 ,其 全 部 分 量 为 零 。 注 意 零 张 量 并 非 零 阶 张 量 ,后 者 是 标量 。 

由 于 ?op 和 m4 均 为 张 最, 因此 ,根据 张 量 积 的 构成 规则 (参见 第 
3 章 ) ,对 于 任意 张 量 ,可 用 mop 或 9” 来 下 降 或 提升 张 量 T 的 上 指 
标 或 下 指标 。 例 如 , 设 Top 是 张 量 , 则 7。， = Тва, ХТ 
Levi-Civita 张 量 e% ,当下 降 所 有 指标 后 得 到 一 新 的 张 量 eupys。 
©овув 3 EPA ll Е Ж ( Schutz ,1980) 

E08y8 = ~ Е? (2.7.31) 

如 果 仅 仅 提升 Levi-Civita KE zogys 的 一 个 指标 ,例如 ,提升 第 一 

个 (a) 指 标 , 则 有 如 下 关系 
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- беруд, Q = 0 


€^ в = N” E вв = | (2.7.32) 


eapy5， © = (1,2,3) 

利用 方程 (2. 5. 3) 和 方程 (2.7.29) ,很 容易 证 明 关 系 式 (2.7. 
31) 是 正确 的 。 再 进一步 ,不 难 证 明 关 系 式 (2.7.32) 也 是 正确 的 , 因 
为 当 且 仅 当 eas( 或 9870) 的 所 有 指标 互 不 相同 时 ,Levi-Civita 张 量 
才 不 为 零 , 这 时 , 必 有 一 个 是 零 指 标 , 其 他 指标 取 1,2,3。 根 据 提 升 
或 下 降 指 标的 关系 式 

euapy5 = Naa Ngo Туртк" (2.7.33) 
并 注意 到 то = -1, na =1, 即 可 证 明 方 程 (2.7.31) 的 正确 性 。 
cass 是 混合 张 量 , 在 应 用 时 需要 特别 注意 。 另 外 ,在 使 用 ewpys 时 要 
注意 , 它 与 定义 式 (2.7.29) 正 好 反 一 个 号 。 

张 量 代 数 的 基本 定理 是 ,两 个 具有 相同 指标 的 张 量 ,如 果 在 一 个 
坐标 系 中 相等 ,那么 ,在 任何 一 个 由 洛 伦 效 变换 相 联系 的 坐标 系 中 也 
相等 。 例 如 , 若 Tee = Se, 则 有 

T'^, = A% Ap? ТҮ; = Л Ар SYs = Sg (2.7.34) 
因此 , 张 量 方程 具有 特别 优越 的 性 质 。 如 果 我 们 在 某 个 坐标 系 x 中 
以 张 量 方程 的 形式 写 出 某 种 物理 学 规律 ,那么 ,这 个 物理 学 规律 可 以 
在 任意 坐标 系 x'* 之 中 写 出 ,并 且 具 有 与 在 x* 系 中 的 表述 完全 相同 
的 形式 ,只 要 x'* 系 与 x% 系 之 间 由 洛 伦 效 变换 联系 。 

关于 张 量 的 更 为 详细 的 讨论 可 参见 3.2 节 , 或 有 关 文 献 
(Schutz ,1980; 申 文 研 ,2005 ) 。 


2.8 能 量 动量 张 量 


下 面 引 进 能 量 动量 张 量 的 概念 。 能 量 动量 张 量 是 建立 爱 因 斯 坦 
方程 不 可 缺少 的 量 。 
对 于 一 组 由 п 标记 的 质点 粒子 ,质量 的 密度 可 定义 为 
p(x,t) = Y т,8(х - x,(t)) (2.8.1) 


其 中 ,m。 是 第 nm 个 粒子 的 质量 ,6 (xz) 是 三 维 狄 拉克 (Dirac ) 函数 , 它 
在 x=0 处 为 无 穷 大 ,但 在 整个 三 维 空间 中 的 积分 为 1。 以 后 还 会 遇 
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EY Vu # ЖК fr 5 РА Ж 8^ (х°), EE х° =0 处 为 无 穷 大 ,但 在 整个 四 维 
空间 中 的 积分 为 1。 质 点 组 粒子 的 流 定义 为 


J(x,t) = > m. Se (x = x, (ї)) (2.8.2) 


同 理 , 对 于 由 п 标记 的 质点 粒子 组 ,第 n 个 粒子 的 能 量 动量 四 维 
矢量 pz (i) 的 密度 定义 为 


T? (x,t) = Y prU) (x x(t)) (2.8.3) 


p^ 的 流 定 义 为 


de) 


Te (x,t) = Yos) — — 6*5 (x - x,(t)) (2.8.4) 


由 于 x90) 21,da97dt 1, B] s (2. 8. 3) IIS (2. 8.4) 可 合 写 成 


ar ) 


TB(x) = sot ——— 85 (x — x,(t)) (2.8.5) 


T^? y Jk fs SA SH E] BE E 5) Bz o Bt RE , t, PR py 71 sk EE 2 HE Lr, ТОО 
是 能 量 ( 物 质 ) 密度,7™* 是 动量 密度 ,7 是 动量 流 密度 。 上 式 可 以 推 
广 到 物质 连续 分 布 区 域 中 。 由 方程 (2. 6.9) 和 (2.6.10), 可 以 写 出 
如 下 关系 





-E dx, 
Pa 一 n dt (2. 8.6) 
由 于 4х0/4=1, pO = 天 ,因此 ,上 式 又 可 写成 四 维 矢量 形式 
а г g XË 
рї QST (2.8.7) 
顾及 方程 (2.8.7) ,方程 (2. 8.5) 可 写 为 
«В 
Т°ё(х) = Y PP (x - x, (1)) (2.8.8) 


由 上 式 可 以 看 出 ,7T 虽 具有 对 称 性 

T “P (z) = TP*(x) (2.8.9) 
为 了 证 实 前 面 所 说 的 Т°Ё PE SK E ,根据 狄 拉克 6 函数 的 性 质 , 由 方程 
(2.8.5) 可 写 出 
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B , 
Me (e ~ x, (0) 


T(x) = У, farso - t)p (1!) 


E [pz AEGNE (x а, G0) 


dxf 
У farez) аса, (т)) (2.8.10) 


上 式 中 ， ат 是 不 变量 ， 8'(x -xn(r)) 是 标量 , pa (r) ЯП deh (т) /ат 
均 为 逆 变 四 维 矢 量 ,因此 , ТР (И) КЕ. нет, 
45 /4т 是 (一 阶 ) 张 量 , 但 аиа 却 不 是 张 量 , 因 为 di = da? 是 坐标 
х0 тю, 它 与 坐标 系 的 变换 有 关 。 

面 考察 能 量 动量 张 量 7"8 的 守恒 律 。 由 方程 (2.8.3) 和 (2. 8. 
os 
HO. à 








Dou) = Xs p S8 A ey у), 


A: ) a Gr cx, (1)) 


=- Eno 
=- У ра(1) rat -xQCQ) 


=- > [Spe (8 (x = х,(:))] 


_ dpi (t) 
T MG -x,(D)]| 
=- Èro, X DP (e x (0) (2.8.11) 


顾及 方程 (2. 6.7) ,并 令 


сто) = Уво - ж,б) P 0) 


= У бб 00) О) (2.8.12) 


注意 到 37T%/9x8 = ӘТ /Әх! + oT99/3x? , ju] Jr 8 (2. 8. 11) 可 写成 
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ӘТ°Ё(х) _ 
9xB 


其 中 G° 称 为 力 密度 。 如 果 粒 子 是 自由 的 , 则 ps (1) 是 常数 ,6* =0; 
这 时 ,TB 守恒 , 即 有 


Ce (2.8.13) 


-2 таво) = O (2.8.14) 
OxB 


2.9 ЖТА ђе 


能 量 动 量 张 量 的 一 个 重要 用 途 是 用 来 定义 角 动 量 和 自 旋 。 考 虑 
— ^ 3 sr. # S ,这 个 系统 不 受 外 力作 用 ,因此 ,系统 总 的 能 量 动量 张 
量 Tee 守恒 , 即 有 (在 方程 (2.8. 13) 中 令 力 密度 C =0) 





-9 p = 0 (2.9.1) 
дх? 
构造 另 一 张 量 
МУ = xa7p7 ~ XB TY (2.9.2) 
Xr EX nz FH Яп JE 25 K SEHE I) Ж (ТЕ SR әх°/әх# = 87.) 
аву B ay 
ӘМ”? _ Eu + x шае (8 Тау 4 XP a) (2.9.3) 
дх? j дх? M дх? 
将 方程 (2. 9. 1) 代 人 上 上 式 并 注意 到 7% 是 对 称 张 量 , 得 
of 
ӘМ? _ тва _ rÆ -0 (2.9.4) 
дх? 


因此 , MY 也 是 守恒 量 。 由 此 我 们 可 以 定义 总 的 角 动 量 
pu [nimis = - Jpn (2.9.5) 


HA MY 对 于 指标 a 和 B 来 说 是 反对 称 的 ,可 由 方程 (2.9.2) 直 接 
验证 。 在 方程 (2.9.5) 中 , dx 表示 普通 三 维 空间 域 中 的 积分 体积 
元 。Jj 吧 也 是 张 量 (这 一 点 可 根据 7 的 定义 式 (2. 8.5), MPY KJEL 
式 (2.9.2) 以 及 方程 (2.9.5) 得 到 证 实 ) ,并 且 不 随时 间 变 化 : 
ајә = 0 (2.9.6) 
dt 


为 了 证 实 方程 (2.9.6) ,由 方程 (2.9.5) 和 方程 (2. 9.4) 得 





68 ”相对 论 与 相对 论 重力 测量 
— 














3M98Y afi 
Mm) = (mAd = J - 2 LE 
=- [2 = 
Әх* 
利用 高 斯 定理 ,上 述 关于 Mesivaxi 的 体积 分 可 以 转化 为 关于 Me 的 
面积 分 。 当 积分 区 域 选 得 足够 大 时 ,在 积分 区 域 的 边界 面 上 MAH 
零 ,因此 ,上 述 积分 为 零 。 | 


根据 角 动 量 的 定义 式 (2.9.4) 以 及 方程 (2. 9.2) ,得 
Ji = [м 70435 = [TiS = iT?) d (2.9.8) 
按照 2.8 节 的 定义 , 7? 是 动量 的 第 i 个 分 量 的 密度 ,因而 我 们 可 以 
把 J ,J31,J? 分 别 看 成 角 动量 的 第 1.2.3 分 量 。J% 的 其 他 分 量 是 
Joo = [wood = 0 (2.9.9) 


dix (2.9. 7) 


J? = [uà — [soir - ATO) 
- [zoe - т 
= Jay, - [X pie - x. (t) ) dx 


- |та - tpi (t) = - J” (2.9.10) 
其 中 
p'G) = Mp (2.9.11) 
上 述 这 些 分 量 没有 什么 明显 的 物理 意义 。 若 将 坐标 原点 选 在 i = 0 
时 的 “能 量 中 心 ”, 则 
[тах = [ах = 0 (2.9.12) 
它 表示 质心 坐标 乘 以 总 质量 。 
角 动 量 J 是 反对 称 张 量 , 在 洛 伦 兹 变换 下 具有 性 质 
Је = A%, AAS (2.9.13) 
但 在 平移 变换 x'* =x* + a” 之 下 具有 特殊 性 
Ј'9В = JË + atp? -appa (2.9. 14) 
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为 证 实 上 式 ,由 方程 (2. 9.5) 和 方程 (2.9.2) 得 


J'98 - [uma ' 二 [ere = PT) d3 y" 


= fce + ах) Т'80 _ (х8 + аё) Т'°0) ]43х' (2.9.15) 
由 方程 (2.8.3) 可 知 ，7% 在 平移 变换 之 下 保持 不 变 , 故 上 式 可 写成 
Ј'8 = Je pe — xBpe60 )d3x + a* [7992 _ а? [ras 


= Ји + (a*pP - aPp*) 


= J°Ë + а*рё – айр“ (2.9.16) 
上 面 第 二 等 式 中 的 两 项 分 别 用 到 了 Me 的 定义 式 (2.9.2) 以 及 T9 
的 定义 式 (2. 8.3)。 
由 方程 (2.9.14) 可 知 , 角 动量 J/% 由 两 部 分 组 成 ,一 部 分 是 内 襄 
角 动 量 , 即 通常 所 说 的 自 旋 角 动量 , 另 一 部 分 是 轨道 角 动 量 。 内 襄 角 
动量 与 平移 变换 无 关 ,而 轨道 角 动 量 则 与 平移 变换 有 关 。 为 了 分 离 
出 J/ 吧 的 内 豪 部 分 ,定义 一 个 自 旋 四 维 矢 量 (Weinberg,1972 ) 


S, = NL U? (2.9.17) 


其 中 , ceay = - 200 (参见 方程 (2.7. 31)) , s2 E 8 75 fe T. 
29) 定 义 的 Levi-Civita 完全 反对 称 张 量 ( 完 全 反对 称 张 量 是 指 任意 
两 个 指标 互 换 之 后 张 量 的 分 量 反 一 个 正 负 号 ,参见 3.2 5), U = 
p*/ V (pngps)!? 是 系统 的 四 维 速 度 矢量 (注意 在 光速 单位 制 中 


XE EGRE EO. 

由 于 capy 是 完全 反对 称 的 ,尽管 平移 变换 使 /op 改变 ,但 并 不 改 
变 5*。 为 了 完成 这 一 论证 ,注意 到 方程 (2.9.16) , 我们 考察 (注意 
Levi-Civita 完全 反对 称 张 量具 有 坐标 变换 的 不 变性 ) 以 下 方程 


S'a = A = Sear UP + aPpY - apf) U'? 


(2.9.18) 
由 于 U' = 08( 四 维 速度 具有 平移 变换 的 不 变性 ) ,同时 注意 到 eus 
的 完全 反对 称 性 
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£ gys aP pY = £ «95 pP =- E 45,50 pP (2.9.19) 
于 是 
S'a = Fe P PU = 6s IU = S。 (2.9.20) 


由 于 єз, JPY, U? 均 为 张 量 ,因此 ,根据 张 量 的 构成 规则 ，5。 也 必 
定 是 张 量 (一 阶 张 量 ) , 即 四 维 矢 量 。 
对 于 自由 粒子 ,四 维 速度 矢量 U 是 常量 
40% 
dr 
由 此 ,根据 方程 (2. 9. 20) ,并 注意 到 方程 (2.9.6), 5, 是 常量 ,于 是 
ds, _ 1 (2 
dz 
在 系统 的 质心 系 中 ,L S 1,U! 20, 3X BEL E 7f EE (2. 9. 17) 得 
(注意 到 方程 (2.7.29) 和 方程 (2.7.31) 以 及 Js 的 反对 称 性 ): 


1 1 





= 0 (2.9.21) 





dr 2 ёа 





8 
uê + je» АЧ” ) = 0 (2.9.22) 
dr 


1 1 
S, = — a 8 JP? U? = — e e 6 JP” .1 


2 2 
1 . 
= > Eso + Ewo”) = J? (2. 9. 23b) 
S, = Terpo” = P (2. 9. 23c) 
53 = eae IP =J? (2. 9. 234) 


可 见 ,S。 的 确 是 角 动 量 ,因为 Г?Л! J “分 别 是 角 动 量 S, BJ 1,2,3 
空间 分 量 。 这 时 ,如 下 张 量 方 程 成 立 
U*S, = 0 (2.9.24) 
ЖЕ S, =0,U: =0。 
由 于 方程 (2. 9. 24) 是 张 量 方程 (具有 零 秩 的 张 量 ) , 因 上 ,在任 
意 一 个 由 洛 伦 兹 变换 联系 的 坐标 系 х° 中 ,方程 (2.9. 24) 仍 然 成 立 ， 
尽管 这 时 四 维 速度 U* 的 空间 分 量 U, 可 以 不 为 零 。 这 也 说 明了 张 
量 方程 的 美妙 之 处 :我 们 总 是 选 一 个 较 特殊 的 参考 系 ,使 得 某 种 张 量 
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方程 的 表述 形式 非常 简单 (如 方程 (2. 9. 24) ) ,而 这 种 张 量 方程 形式 
适合 于 任意 参考 系 ,只 要 能 找到 从 特殊 参考 系 到 任意 参考 系 之 间 的 
坐标 变换 关系 。 以 后 会 看 到 , 张 量 的 这 种 性 质 对 于 建立 广义 相对 论 
具有 不 可 估量 的 重要 性 。 

在 静止 系 中 ,一 个 处 于 静止 状态 的 粒子 的 自 旋 只 有 三 个 空间 分 
E 5;。 由 于 粒子 处 于 静止 状态 (但 有 自 旋 !) ,四 维 速度 矢量 的 空间 
分 量 U; 为 零 。 于 是 ,方程 (2.9. 24) 在 静止 系 中 是 成 立 的 。 当 带 自 
旋 的 粒子 处 于 运动 状态 时 ,只 要 通过 一 个 坐标 变换 , 即 可 得 到 粒子 的 
自 旋 应 该 满足 的 方程 ( 见 第 3 章 )。 
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第 3 ж 
广义 相对 论 基 础 





自然 界 普遍 存在 着 一 种 引力 作用 ,狭义 相对 论 对 此 无 能 为 力 。 
在 狭义 相对 论 中 ,参考 系 必 须 是 非 加 速 系 ,而 引力 场 具有 一 种 独特 的 
性 质 , 它 使 任何 物体 都 产生 加 速度 。 另 外 ,从 认识 论 角度 来 看 ,狭义 
相对 论 仍 然 允 许 优 越 参 考 系 的 存在 , 那 就 是 做 相互 匀速 直线 运动 的 
惯性 参考 系 , 只 有 在 这 类 参考 系 中 ,物理 学 规律 才 是 不 变 的 。 爱 因 斯 
坦 (Einstein,1915a,b) 认 为 ,这 至 少 在 认识 论 方面 是 有 缺陷 的 。 从 本 
质 上 来 说 ,自然 界 的 物理 学 规律 应 该 适合 于 在 任何 参考 系 中 描述 。 
受 马赫 (Mach ,1908 ) 的 影响 , 爱 因 斯 坦 在 推广 狭义 相对 性 假设 时 写 
iÉ ( Einstein, 1915a, b) : “物理 定律 必须 具有 这 样 的 一 种 性 质 , 即 适 用 
于 任何 一 种 运动 的 参考 系 。 促使 爱 因 斯 坦 作 出 这 一 假设 的 主要 原 
因 是 ,他 发 现 一 个 加 速 参考 系 可 以 被 一 个 静止 在 引力 场 中 的 参考 系 
来 代替 。 因 此 ,没有 理由 认为 哪个 参考 系 优 ,有 娜 个 参考 系 劣 。 循 着 这 
条 路 线 , 爱 因 斯 坦 在 1907—1916 年 建立 了 广义 相对 论 (Einstein, 
1911,1915a, b; XE [5L 3118 ,1976 ,中 译本 ) 。 
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3.1 等 效 原理 


3.1.1 引力 质量 与 惯性 质量 


早 在 16 世纪 初 , 佑 利 略 就 发 现 了 自由 落体 定律 :任何 物体 以 同 
样 的 加 速度 下 落 。 当 时 ,并 没有 引力 质量 与 惯性 质量 的 概念 。 这 两 
个 概念 的 建立 起 源 于 牛顿 。 牛 顿 在 第 二 运动 定律 (Newton ,1687 ; #= 
顿 ,1992 ,中 译本 ) 


Е = та (3.1.1) 
中 用 到 了 一 个 质量 mj, 称 为 惯性 质量 ;在 万 有 引力 定律 
F = G Ër = mo Tr = тов (3. 1.2) 


中 也 用 到 了 一 个 质量 mc , 称 为 引力 质量 。 在 1.2.3 节 已 提 到 ,这 两 
个 质量 可 能 并 不 相同 。 但 当时 牛顿 的 实验 以 及 后 来 的 实验 均 没有 发 
现 它们 之 间 的 差别 ( 秦 荣 先 , 阁 永 廉 ,1987 ) XERE, 2 2 A АЈ 
略 自 由 落体 定律 ,并 且 假 定 引 力 质量 与 惯性 质量 均 不 随 速 度 的 变化 
而 变化 ,那么 ,引力 质量 与 惯性 质量 必定 等 效 。 这 种 等 效 性 可 从 方程 
(3.1.1) 和 (3.1.2) 的 比较 在 牛顿 力学 概念 下 得 到 论证 。 但 在 狭义 
相对 论 中 ,惯性 质量 是 随 速 度 的 增加 而 增加 的 。 现 在 要 问 :引力 质量 
是 否 也 随 速 度 的 增加 而 增加 ? 如果 是 否定 的 ,那么 ,即使 在 均匀 引力 
场 中 , 质 体 的 下 落 加 速度 也 不 能 保持 恒定 ,更 谈 不 上 引力 质量 与 惯性 
质量 等 效 的 问题 。 爱 因 斯 坦 的 升降 机 理想 实验 很 能 说 明 问 题 。 爱 因 
斯 坦 指出 , 当 你 乘坐 封闭 的 升降 机 随 其 自由 下 落 时 ,你 将 感受 不 到 引 
力 场 的 存在 ,你 所 受到 的 引力 作用 正好 被 自由 下 落 加 速度 产生 的 惯 
性 力 所 抵消 。 如 果 我 们 接受 这 个 理想 实验 ,那么 ,引力 质量 必定 按 与 
惯性 质量 同样 的 规律 随 速度 增加 而 增 大 。 因 此 ,引力 质量 与 惯性 质 
量 等 效 。 在 自由 下 落 的 升降 机 中 ,引力 场 好 像 不 存在 了 。 确 切 地 说 ， 
在 自由 下 落 升 降 机 中 ,你 感觉 不 到 是 处 于 静止 状态 还 是 运动 状态 

这 一 表述 , 称 为 弱 等 效 原理 ,因为 这 只 不 过 是 引力 质 量 与 惯性 质量 等 
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效 这 一 命题 (参见 1.2.3 节 ) 的 复述 而 已 。 
3.1.2 等 效 原理 的 精确 表述 


在 非 均 色 引力 场 (比如 地 球 引 力 场 ) 中 ,惯性 力 与 引力 并 不 能 完 
全 抵消 。 即 使 在 自由 降落 的 升降 机 中 ,原则 上 也 能 “感觉 到 ”引力 场 
的 存在 ,因为 惯性 力 只 沿 一 个 方向 ,而 非 均匀 引力 场 的 方向 则 是 不 同 
的 。 但 如 果 把 研究 对 象限 定 在 足够 小 的 邻 域 , 就 有 可 能 使 惯性 力 与 
引力 完全 抵消 。 为 此 ,设想 一 个 质点 在 引力 场 中 运动 ,质点 所 受到 的 
引力 沿 一 个 确定 的 方向 п, CE а 的 作用 下 做 加 速 运动 ,由 此 产生 的 
惯性 力 的 方向 与 正好 相反 ,因此 二 者 抵消 。 为 此 ,只 要 我 们 把 注意 
力 集中 在 场 变 化 很 小 的 空间 和 时 间 范 围 之 内 ,惯性 力 与 引力 就 可 以 
足够 精确 地 抵消 。 基 于 上 述 考 虑 ,等 效 原 理 可 表述 如 下 (Weyl， 
1970; Weinberg,1972) : 


在 任意 引力 场 中 的 每 一 个 时 空 点 ,有 可 能 选择 一 个 “局 部 惯性 
系 ”, 使 得 在 所 讨论 的 那 一 点 附近 的 充分 小 的 邻 域内 ,自然 规律 的 
形式 与 在 没有 引力 场 存在 时 的 惯性 系 中 的 表现 形式 完全 相同 。 


由 于 狭义 相对 论 在 惯性 系 中 有 效 , 因 此 ,根据 等 效 原理 ,只 要 在 
引力 场 中 能 够 选择 出 “局 部 惯性 系 ”( 参 见 图 3.1.1) ,那么 ,就 可 以 在 
这 个 局 部 惯性 系 中 写 出 满足 狭义 相对 论 的 物理 定律 。 设 想 在 局 部 惯 
性 系 中 选 定 了 一 坐标 系 E ,那么 ,可 将 它 表 示 成 某 个 一 般 坐 标 系 x° 
的 函数 (参见 图 3.1.1) : 

£* = £“(x) (3.1.3) 

当 一 个 物理 学 规律 (比如 质点 的 运动 方程 ) 用 局 部 惯性 坐标 系 
£^ 表示 出 来 之 后 ,可 以 根据 方程 (3. 1.3) 反 求 出 x*, 从 而 得 到 该 物理 
学 规律 在 一 般 坐 标 系 x= 中 的 表述 。 当 然 , 为 了 能 从 方程 (3. 1.3) 解 
出 х, „ЖУА x“ 必须 满足 一 定 的 条 件 。 根 据 隐 函数 定理 ,只 要 
雅 可 比 (Jacobi) 行 列 式 | 9&“/ әх” | 处 处 不 为 零 , 则 可 由 方程 (3. 1. 3) 
解 出 x". 
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图 3.1.1 图 中 只 画 出 了 空间 坐标 ,时 间 坐 标 没有 面 出 . 0 -aa'aa 是 
一 般 坐 标 系 ,0 - ee e 是 随 粒子 一 起 运动 (但 未 必 固 结 ) 的 
局 部 惯性 系 ; 两 个 坐标 系 之 间 的 坐标 关系 可 以 形式 地 由 方程 
(3.1.3) 表示 


3.1.3 度 规 张 量 与 粒子 在 引力 场 中 的 运动 


根据 前 面 给 出 的 等 效 原理 ,我 们 来 研究 粒子 在 引力 场 中 的 运动 
方程 。 考 察 在 引力 场 中 做 自由 运动 的 一 个 粒子 。 由 于 这 个 粒子 是 自 
由 运动 的 ,因此 ,随同 该 粒子 一 起 运动 的 局 部 参考 系 可 构成 局 部 惯性 
Ж &*。 在 这 个 局 部 惯性 系 中 ,狭义 相对 论 有 效 。 在 粒子 所 在 的 局 部 
惯性 系 中 ,粒子 不 受 外 力作 用 ,因此 ,粒子 的 运动 方程 是 一 直线 
dét 





其 中 原 时 ат 由 下 式 给 出 
ат? = ~ g,4d£* d£? (3.1.5) 
现在 我 们 要 在 任意 参考 系 x? 中 写 出 粒子 的 运动 方程 ,这 个 参考 
系 可 以 是 非 惯性 系 , 比 如 ,可 以 选 为 原点 在 地 球 质心 的 任意 笛 卡 儿 坐 
标 系 。 就 现实 世界 而 言 ,总 可 以 建立 局 部 惯性 坐标 系 £9. 与 一 般 坐 标 
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Ж x^ 之 间 的 函数 关系 , 即 式 (3.1.3)。 于 是 ,利用 复合 函数 以 及 莱 布 
尼 效 求 导 法 则 ,方程 (3. 1.4) 可 以 改写 为 


a a B 
Br 


д?ё° daf іх? + E d?xP 





























7 axPax* ат ат oxB dr? (3. 1.6) 
À 
上 式 两 边 同 乘 以 $6 ,注意 到 
agt ox ox? oga 
E әв P. (3.1.7) 
得 
dix дхА PEL dxB dxY _ 
ar t дё“ gxpgxy dr dr — 0 (3.1.8) 
A 
À 2 -a 
Г, pes (3.1. 9) 
9£% ox" дх” 
则 方程 (3. 1. 8) 可 写成 
24^ H v 
p: "E (3.1.10) 


dr? + "Y dr dr | 

由 方程 (3. 1. 9) E X BJ T^, FR IS Di ERE AR ,也 称 为 Christoffel fF 

号 。 值 得 注意 的 是 , 仿 射 联络 T*, 不 是 张 量 ,这 可 根据 张 量 的 定义 

( 见 2.7 节 ) 以 及 定义 式 (3.1.9) 直接 证 明 ( 一 般 性 的 证 明 见 3. 2. 7 

节 )。 方程 (3.1.10) 给 出 了 在 一 般 坐 标 系 х° 中 考察 时 粒子 在 引力 
场 中 的 运动 方程 。 当 不 存在 引力 时 ,粒子 的 运动 轨迹 是 一 条 直线 

d?x^ 

dr? 

这 里 隐 舍 了 一 个 假设 :前 面 所 选取 的 “一 般 坐 标 系 x*” 并 非 非常 一 

般 , 它 至 少 相 对 于 遥远 的 星系 无 旋转 。 

于 是 ,由 方程 (3. 1. 10) 可 以 看 出 , T*, 具 有 引力 特性 。 当 不 存 

在 引力 时 , ГА, =0( 在 无 旋转 参考 系 中 )。 注 意 T*,, 关 于 指标 4 和 v 

是 对 称 的 ,这 可 以 根据 定义 式 (3. 1.9) 看 出 。 不 过 ,Christoffel 符号 

rT*, 还 不 能 描述 引力 的 本 质 属 性 ; 引力 的 本 质 属性 将 由 和 歼 曼 





=0 (3.1.11) 
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( Riemann) КЕ, 1E 0, 3. 2. 8 ff 3.3.1 5, 
由 方程 (3.1.5) 给 出 的 原 时 dr 按 如 下 方式 变换 
dr? =- пв d££ = 一 no (case) (аи) 
= - g, dx dx” (3.1.12) 
其 中 
o£* o£? 
7 Tos 25 55 
称 为 度 规 张 量 , 它 是 对 称 的 二 阶 协 变 张 量 ,其 对 称 性 是 明显 的 。 
至 于 张 量 性 , 则 因 方 程 (3. 1. 13) 右边 的 每 一 乘积 因子 都 是 张 
量 。 需 要 注意 的 是 ,不论 是 在 局 部 惯性 系 E 中 ,还 是 在 一 般 坐 标 系 
x^ h RRT dr 是 不 变量 。 
对 于 光子 ,由 于 其 运动 规律 由 方程 
ат? = - napgdé"dés = 0 (3.1.14) 
给 出 (参见 2.5.2 节 ), 因 此 ,光子 的 运动 方程 不 能 直接 应 用 方程 
(3. 1.4) 或 方程 (3. 1. 10)。 但 光子 在 £ 系 中 同样 走 一 条 直线 , 因 
此 ,其 运动 方程 可 写成 





gy (3.1.13) 


d 

do? | 9 
其 中 о 为 任意 的 不 同 于 т 的 参数 。 于 是 ,根据 同样 的 推导 ,在 一 般 
坐标 系 х° 中 ,光子 的 运动 方程 为 _ 


d?x^ , dx" dx" 


(3.1.15) 











一 一 = 3.1.1 
де? tip do dc 0 ( 6) 
附 以 条 件 
dr? da^ dx" 
A 2. LI = 3.1. 
dedo Euv do do ( 17) 


其 中 方程 (3. 1. 16) 和 和 (3.1.17) 中 的 T%, 和 gj, 仍然 分 别 由 方程 
(3.1.9) 和 方程 (3. 1. 13) 定 义 。 

在 引力 场 中 ,由 于 T%, 不 为 零 ,因此 ,一 般 说 来 ,光子 行进 的 路 
线 是 一 曲线 ,曲线 由 方程 (3. 1. 16) 给 出 。 特 别 地 ,光子 行进 一 段 距 
HS dx 所 经 历 的 时 间 di 可 由 方程 (3. 1. 17) 导出。 为 此 ,由 方程 
(3. 1.17) 得 
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0 = g,,dx" dx” = goo dt? 十 g o dx'dt + go dtdx' + g dx: dal 
= godt? + 2gi0dxidt + g dx dol (3. 1. 18) 
Ap Жл) 1,2,3 RA OSE TR IRL BS Е РНК). KER 
(3. 1. 18) 是 关于 di 的 一 元 二 次 方程 ,很 容易 求 出 有 意义 的 解 : 
di = Li - god’ — [ (Zog;jo = 8008) drida]! | 
&00 
(3. 1. 19) 
另外 一 个 解 不 符合 实际 ,这 只 需 考察 将 度 规 张 量 g,, 用 闵可夫 斯 基 
TRKE ,代替 的 特殊 情形 就 可 以 证 实 。 
假定 光子 从 4 到 8 行进 的 路 径 是 工 , 则 可 由 方程 (3. 1.19) 沿 路 
径 工 积分 得 到 光 了 于 经 由 这 条 路 径 所 花费 的 时 间 yp。 在 推算 VLBI 
(其 长 基线 干涉 测量 ) 中 的 时 间 延 迟 模 型 时 需要 用 到 这 一 表达 式 。 
前 面 已 经 指出 ,根据 考察 质点 在 引力 场 中 的 方程 (3. 1. 10) ,可 
以 推断 仿 射 联络 TA,, 具 有 引力 性 质 , 当 不 存在 引力 时 TA,, 为 零 。 因 
此 ,可 以 认为 ,决定 引力 场 的 量 是 T%v。 正 如 前 面 指出 的 ,这 里 的 论 
述 基 于 一 个 假定 ,参考 系 x% 相对 遥远 的 星系 无 旋转 。 严 格 的 论述 参 
见 3.2.8 节 和 4.7.2 节 。 从 方程 (3.1.12) 可 以 看 出 , 原 时 间隔 dr 由 
度 规 张 量 g,, 来 决定 。g,, 具 有 什么 性 质 呢 ? 我 们 先 给 出 gu 5 T^, 
之 间 的 关系 之 后 再 下 结论 。 由 方程 (3. 1. 13 ) 得 




















дх^ i OX \ axt Ox" ag Ox^ x^ ox" Ox" Ox^ Ox" 
(3.1. 20) 
p 
在 方程 (3. 1.9) 两 边 同 乘 以 , 则 有 
Pma IEP aA PE _ PE (3.1.21) 


óx^ "" axò ôte axt ax” ^ axt Ox" 
将 此 式 代 入 前 面 的 式 子 ,并 顾及 方程 (3. 1.13) ,得 


д а В а В 
Eur - (2 Ге, дё + o£? дё p? 
дх^ дх? E Өх”? xt дх? 








"LU = go Ги + &y,l^,, 


(3. 1. 22) 
由 方程 (3. 1.22) ,注意 到 g,, 和 TT*, 关 于 指标 1 和 vw 是 对 称 的 ,得 
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9g, де уь дё, 
дх^ + axt Ox" = (gy, I^, + Epul av) + Epl pa + go F^,,) 





- (ga T^, + Epul’ ra) 
72g, I^,, (3.1.23) 
定义 Ep KIÉ в?” ,满足 
g^"g,, = 8°, (3.1.24) 
则 由 方程 (3. 1. 23) 和 (3. 1.24) 得 
1 ub. ‚ Eav _ дб 





2 дх^ дхѓ дх” 
(3.1.25) 
故 
1 да де л дЕ A 
Fe = PLI ну ү А» _ Zua) (3.1.26) 
in 2 х^ дх*” дх” 
或 写成 容易 辨认 的 形式 
1 Og Og, og 
re = 30| he ан Eur) (3.1.27) 
ud 2 x^^ ox" дх^ 


由 方程 (3. 1. 24) jg НЙ gf” 存在 ,并 且 可 以 写成 如 下 形式 
ag ӧх? Ox7 

ae" ag (3. 1. 28) 
欲 证 明 这 一 点 ,只 要 考察 一 下 gov 的 定义 式 (3. 1.13) 并 注意 方程 
(2.7.5) 就 很 清楚 了 。 


方程 (3. 1. 27) 表 明 , 度 规 张 量 gj, 具 有 引力 势 的 特性 。 





go" = БР = m 


3.1.4 运动 方程 的 牛顿 极限 


我 们 曾经 根据 等 效 原理 写 出 了 粒子 在 引力 场 中 的 运动 方程 
(3.1.10) 
d?x^ prp 9 dx” 
ag tT e dr dr 
下 面 考察 在 弱 的 定 态 引 力 场 中 的 牛顿 极限 。 一 个 场 是 弱 的 ,是 指 场 
源 的 质量 满足 如 下 关系 








=0 (3.1.29) 
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— << 1 | (3.1.30) 


Жн RERA. 

这 里 需 注意 ,由 于 我 们 采用 了 光速 单位 制 ，CM/R 是 无 量 纲 量 。 
在 国际 单位 制 SI P, C = 6. 67428 x 10 7! m? - kg! - 572 ( Mohr et 
al.,2008 ) 。 在 光速 单位 制 中 ,长 度 与 时 间 具 有 同样 的 量 纲 ,因此 , С 
HRAJE m- kg-!。 

一 个 场 是 定 态 的 ,是 指 该 场 不 随时 间 变 化 。 由 于 场 是 弱 的 , 度 规 
KE g,, 可 以 表示 成 

£y» = Та, + hu, [ha | <<1 (3.1.31) 

在 没有 引力 场 存 在 时 ,属于 闵可夫 斯 基 ( 平 直 ) 空 间 , 故 有 gu = muse 
当 粒 子 的 运动 速度 远 小 于 光速 时 ,下 述 关系 成 立 


dx: dx? _ dt . _ 
dr < q ` dr (i = 1,2,3) (3.1.32) 
于 是 ,方程 (3.1.10) 可 写成 
d?x^ À dt 2 _ 
Lr + Го) = 9 (3.1.33) 


将 方程 (3. 1.31) 代 人 方程 (3. 1. 27) ,得 














1 oh дА oh 
Tc = — | A0 А40 _ 2| 3. 1. 34 
90 2E ðt дї дх^ ( ) 
x oho 4 
因为 场 是 定 态 的 ， 3: =0。 取 至 一 阶 项 ,得 
À _ EU Ac 9hoo 
| ^oo 2 Ae (3.1. 35) 
于 是 ,方程 (3. 1. 33) 变 为 
d2x* 1 ho di\? 
一 v Ll = 0 3.1.36 
dz? 27 жд ( ) 
上 面 的 方程 也 可 以 写成 
d^x 1 / dt 
— = 一 Vh 
dz? zz) 00 
2 
du. (3.1.37) 


第 3 章 广义 相对 论 基础 








Ap V 是 梯度 算 符 。 
由 上 面 的 第 二 个 方程 , di/dr = 常数 ,可 取 为 1 ,或 将 常数 因子 吸 
收 到 hoo 之 中 。 因 此 ,第 一 个 方程 又 可 写成 


2 
= > Vh (3.1.38) 
上 述 方程 对 应 的 牛顿 结果 是 
d2x 
x v 3.1.3 
12 Ф ( 9) 


HB edt ISI Zr. 
对 于 均 质 圆 球 产生 的 位 ,可 以 写 出 


o =- (3.1.40) 


- 
根据 对 应 原理 ,在 低速 运动 以 及 弱 场 条 件 下 ,相对 论 的 一 级 近似 应 该 
给 出 牛顿 结果 。 因 此 ,比较 方程 (3. 1. 38) 和 方程 (3. 1.39) 得 

hg =-2p+C (3.1.41) 
其 中 C 是 任意 常数 。 

在 无 限 远 处 , Zur = na ,因此 ho =0。 若 规定 在 无 限 远 处 的 位 e 
为 零 ,那么 , C = 0, 从 而 得 到 ho = -2p。 根 据 方程 (3. 1. 31) 并 顾及 
闵可夫 斯 基 度 规 y, 的 定义 (参见 2.5.1 节 ) , 便 可 得 到 g,, 的 00 分 
量 

£o =- (1 *29) (3. 1. 42) 


3.1.5 引力 频 移 效应 


考察 原 时 间隔 
dr? =- g,, da^ dx” (3. 1. 43) 
我 们 知道 , 原 时 间隔 是 不 变量 ,与 坐标 系 的 选取 无 关 。 但 坐标 分 景 
a9 = t 却 与 坐标 系 的 选择 以 及 时 空位 置 有 关 。 取 某 时 空 瞬间 的 两 点 
Р, 和 P, ,坐标 分 别 为 xt, z2 , 则 得 
dr? =- Bur(X1) ахах = - g, (x,)dugdu5 (3.1.44) 
或 写成 


dxf dxj dx5 dx; 
Een) р dr ERU gr dr Ob) 
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上 述 方程 给 出 了 处 于 Р, 和 P, 两 处 时 钟 的 运行 速率 之 间 的 关系 ,这 
两 个 时 钟 可 以 是 处 于 运动 状态 的 。 
当 两 个 时 钟 分 别 静止 在 Р, 点 和 P, 点 时 ,由 于 dxivdr = 0, 
daj/dr = 0(i = 1,2,3), 我们 便 得 到 如 下 简单 关系 
s GO (S8) - s Go) (18) (3.1.46) 
或 
Воо (x1) dt]. = goo (5) di (3.1.47) 


di, 和 de, 分 别 可 理解 为 静止 在 P, 处 和 P, 处 的 时 钟 的 单位 秒 长 。 
对 于 弱 场 , go = -1-29p, 因 此 ,方程 (3. 1.47) 可 写成 


[1 +2ф(х)]4Ф = [1 + 2ф(х,) ] di? (3.1.48) 
或 写成 
dt, 1 £29(x,)]!? 
— = ЛА == x,) — ф(х 3.1.49 
4, I £ 2ф(х\) 1 +e(x,) — p(x1) (3.1 ) 


由 上 式 可 以 看 出 ,处 于 引力 位 较 高 处 的 时 钟 的 单位 秒 长 较 短 ,这 

也 意味 着 处 于 较 高 引力 位 处 的 时 钟 的 运行 速率 较 快 。 由 于 频率 /被 
定义 为 单位 秒 所 历经 的 周期 数 , 因 此 ,由 方程 (3. 1.49) 得 

f _ d 


fo^! + ф(х,) – @(xi) (3.1.50) 
1 2 
一 般 情况 下 , f, IN 的 差异 很 小 ,可 以 将 上 式 写 成 

Af = f, -f = f[e(x;) — p(xi)] (3.1.51) 


其 中 , SRA MA PRA, RREA Rho 

方程 (3. 1. 51) 表 明 , 处 于 引力 位 较 高 的 时 钟 的 振动 频率 较 快 。 
因此 , 当 原 子 发 射 的 电磁 波 由 高 位 向 低位 传播 时 ,在 低位 处 的 接收 者 
(与 自身 原子 发 射 的 谱 线 相 比 ) 会 发 现 电 磁 波 的 频率 增 大 了 ,此 即 引 
力 紫 移 ; 反 之 ,由 低位 向 高 位 传播 时 , 则 会 发 现 频率 减 小 ,此 即 引 力 红 
移 。 

实际 上 ,引力 频 移 效应 可 以 按 完全 不 同 的 观点 推导 出 来 (Misner 
et al.,1973;Shen,1998) 。 设 想 最 初 发 射出 来 的 光子 具有 质量 т, 
ЧА Q 点 向 已 点 发 射 。 假 定 在 发 射 点 Q 处 光子 的 频率 为 凡 那 么 , 根 
据 Planck 的 量子 理论 (Planck ,1900 ,1901) ,具有 频率 了 的 光子 同时 
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具有 能 量 
E = hf (3.1.52) 
其 中 , h Æ Planck 常数 , h 26.626 x 10795] - s, 
假定 @ 处 的 引力 位 为 po ,那么 ,光子 在 Q 处 具有 总 能 量 
Wo = hf + meo (3.1.53) 
其 中 /是 光子 在 @ 处 所 具有 的 频率 。 这 里 ,我们 将 光子 设想 成 具有 
静止 质量 m 的 粒子 (这 仅仅 是 一 个 虚设 ) 。 
当 光 子 到 达 已 点 时 ,由 于 引力 位 差 作用 ,光子 的 频率 变 为 PICS 
元 图 3.1.2)。 因 此 ,在 PP 点 ,光子 的 总 能 量 


Wp = hf' + me, (3.1.54) 

根据 能 量 守 恒 原 理 , 应 该 有 Wo = Wp, 因此 
hf + то = hf' + me, (3.1.55) 

Фо 


发 射频 率 / 





图 3.1.2 位 于 0 处 (引力 位 为 gp,) 的 原子 发 射出 具有 频率 /的 光 信 
号 ,位 于 P 处 (引力 位 为 gp) 的 接收 机 接收 到 的 频率 为 三 


由 于 光子 具有 质量 m, 因 此 ,具有 能 量 
А = т (注意 光速 单位 制 , с2 = 1) (3.1.56) 
于 是 ,根据 Planck 理论 (Planck ,1900) , 则 有 


hf = À = m (3.1.57) 
将 方程 (3. 1.57) 代 入 方程 (3. 1. 55) ,得 
hf' - hf = (фо - Ф) (3.1.58) 


Ар 
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Af = f' - f = (@ = ef (3.1.59) 
比较 方程 (3. 1. 59) 与 方程 (3. 1.51) 可 以 发 现 ,二 者 完全 相同 。 

车 对 探讨 引力 频 移 以 及 时 间 的 本 质 性 问题 感 兴趣 ,可 参阅 (Shen 
et al.，1993a,b; 申 文 研 等 ,1993 1994; Эс, 1994) 。 关 于 引力 
频 移 以 及 时 钟 运行 速率 受 引 力 场 的 影响 的 实验 检验 ,可 参阅 以 下 作 
者 在 不 同时 期 的 实验 结果 ,包括 :Will(1981)， Brault( 1973), Snider 
(1972), Popper (1954), Bertotti et al. (1962), Greenstein et al. 
(1971), Cranshaw et al. (1960), Pound and Rebka(1959 , 1960a,b), 
Pound and Snider(1965) , Hafele and Keating(1972a,b) , Alley (1977), 
Jenkins(1969) , Vessot et al. (1980) , Turneaure et al. (1983), Krisher 
et al. (1990, 1993) , 详 见 表 3.1. 1, 














33.1.1 引力 频 移 实验 结果 
实验 者 年 代 结果 (观测 值 与 理论 值 的 比值 ) 
Pound and Rebka | 1959 ,1960 1.05 +0.10 
Cranshaw et al 1960 0.96 +0.45 
Pound and Snider 1965 0.9990 +0.0076 
Hafele and Keating 1971 10% 精度 内 相符 
Greenstein et al 1971 7 名 精度 内 相符 
Snider 1972 1.01 +0.06 
Alley 1977 2% 的 精度 内 相符 
Vessot et al 1980 观测 值 与 理论 值 相差 7x 10 ° 
Krisher et al 1990 1% 的 精度 内 相符 
Krisher et al 1993 0.5% 的 精度 内 相符 


3.1.6 广义 协 变 原理 


在 引力 场 中 ,不 仅 时 钟 的 运行 速率 与 引力 位 有 关 ( 因 而 与 所 在 
的 地 点 有 关 ) ,而 且 量 杆 也 随 引力 位 的 不 同 而 变 ( 这 在 以 后 论证 )。 
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因此 ,用 一 个 标准 时 钟 和 量 杆 来 度量 时 间 和 空间 的 企图 就 行 不 通 了 。 
然而 ,自然 规律 是 客观 存在 的 ,有 没有 办 法 描述 呢 ? 一 种 设想 就 是 ， 
不 必 使 用 统一 的 时 钟 和 量 杆 ,自然 规律 应 该 适合 于 用 任意 一 种 坐标 
系 来 描述 。 按 照 爱 因 斯 坦 (1916) 的 话说 :普遍 自然 定律 ,应 当 用 对 
一 切 坐 标 系 都 适用 的 方程 来 描述 ,也 就 是 说 ,普遍 自然 定律 对 于 任何 
变换 都 是 协 变 的 (广义 协 变性 )。" 不 过 ,这 样 一 来 ,可 能 会 引起 争论 : 
如 果 没 有 统一 的 量 杆 和 时 钟 ,如 何 比 较 不 同 参考 系 中 的 测量 结果 呢 ? 
关于 这 个 问题 ,我 们 在 第 4 章 专门 研究 。 

实际 上 ,广义 协 变性 原理 并 没有 给 出 新 的 物理 内 容 , 正 如 
Kretschmann(1917) 所 指出 的 ,任何 方程 都 可 被 做 成 广义 协 变 的 ,只 
要 在 任意 一 个 坐标 系 中 把 它 写 成 张 量 形式 ,然后 再 算出 它 在 任意 其 
他 坐标 系 中 是 什么 样子 就 行 了 。 比 如 ,在 局 部 惯性 系 中 可 以 写 出 直 
线 运 动 方程 


dg _ 
dr? 9 (4) 
H £“ 变换 到 任意 坐标 系 x* 之 后 ,上 述 直 线 方程 就 变 成 了 
d?x^ л dx¥ dx" 
20 (B) 








dr? + ^" dp ат 
# 3| J E EXER LE, 90, E Ik, ЕЖ RHEE — Ж BR X , П 
不 是 直线 。 由 (A) 到 (B) 是 广义 协 变 的 ,但 (B) 与 (A) 不 同 。 由 此 可 
见 ,广义 协 变 原理 并 不 像 狭 义 相 对 性 原理 那样 是 一 种 不 变 的 陈述 。 
从 本 质 上 来 说 ,广义 协 变 的 意义 在 于 引 和 人 某 种 物理 效应 (比如 引力 
效应 ) 或 消除 这 种 物理 效应 。 由 (A) 变 到 (B), 引 入 了 引力 效应 ;有 反 
过 来 ,由 (B) 变 到 (A), 则 消除 了 引力 效应 。 需 要 强调 指出 ,这 种 “ 引 
和 人 "或 “消除 ”并 不 是 没有 条 件 的 ,只 有 当 所 研究 的 范围 远 远 小 于 场 
的 变化 尺度 ( 即 局 限于 足够 小 的 邻 域 ) 时 ,广义 协 变 才 适 用 。 男 一 方 
面 , 上 面 所 说 的 “引入 物理 效应 ”或 “消除 物理 效应 ”并 不 是 完全 真实 
的 ,而 只 是 一 种 表 观 形式 。 在 闵可夫 斯 基 空 间 中 ,我们 可 以 通过 引进 
旋转 坐标 系 或 加 速 参考 系 构造 出 惯性 力 ( 很 类 似 于 引力 )。 但 从 整 
个 空间 结构 来 看 ,我 们 并 没有 真正 从 本 质 上 引进 什么 新 东西 。 引 进 
不 同 的 参考 系 ,仅仅 是 观测 者 以 不 同 的 方式 考察 自然 定律 而 已 。 
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3.2 近代 数学 物理 几何 方法 


3.2.1 拓扑 空间 


拓扑 空间 的 概念 最 先 由 Hausdorff( 1914) | iE, 51 Ж Th zs [8] 
的 目的 是 为 了 将 很 广泛 的 几何 研究 对 象 进 行 统一 分 类 以 便于 研究 
(Schutz,1980) 。 从 拓扑 学 角度 来 看 ,一 支 粉笔 与 一 个 实心 球 没有 什 
么 分 别 , 因 为 由 后 者 (或 前 者 ) 可 以 连续 形变 而 得 到 前 者 (或 后 者 ) o 
这 就 是 说 ,粉笔 与 实心 球 是 拓扑 等 价 的 ,这 不 仅 在 局 部 是 如 此 ,在 整 
体 也 是 如 此 。 值 得 注意 的 是 ,一 个 二 维 球面 S? 
х? +у? +? = 1 (3.2.1) 
上 的 任意 一 个 开 邻 域 ( 开 邻 域 意 味 着 开 集 ,也 就 是 说 ,对 于 该 邻 域 中 
的 任何 一 点 x% 都 可 以 找到 一 个 包含 * 的 更 小 的 邻 域 ,该 邻 域 完 全 包 
含 在 原来 的 邻 域 之 中 ) ,与 二 维 平 面 在 拓扑 结构 上 是 相同 的 。 但 整 
个 球面 S^ 与 二 维 平 面具 有 完全 不 同 的 拓扑 结构 。 如 果 把 S? 和 二 维 
平面 设想 成 两 个 拓扑 空间 互 和 了 ,那么 ,站 与 了 不 等 价 。 要 证 明 这 
一 点 很 容易 。 设 想 用 一 个 刚性 圈 C 切割 球面 S* 和 平面 也 (切割 之 
意 是 指 C 上 的 每 一 点 同时 与 S? sk E? 中 的 一 个 环 接触 ) ,其 结果 是 ， 
S? 经 切割 后 与 两 个 圆 盘 等 价 ,而 E^ 经 切割 后 与 一 个 圆 盘 和 一 个 开 
圆 环 等 价 。 因 此 ,有 局 部 拓扑 与 整体 拓扑 之 分 。S? 的 局 部 类 似 于 平 
面 ,但 整体 与 平面 不 同 。 
任何 一 个 点 集 ,都 可 以 视 为 基 种 空间 对 象 , 当 赋予 这 些 对 象 以 特 
殊 的 结构 时 ,就 构成 了 具有 某 种 特殊 性 质 的 空间 。 比 如 ,由 全 体 三 维 
实数 组 (xi ,x; ,x3 ) 构 成 的 集合 是 某 种 空间 ,通常 称 为 三 维 矢 量 代 数 
空间 。 在 赋予 (x| ,x ,x3) 通 常 的 欧 几 里 得 距离 概念 
ds? = da? + dx? + ах? (3.2.2) 
“т, В? 就 变 成 了 三 维 欧 氏 空间 EB?。 如 果 赋 予 不 同 的 距离 概念 ,就 
得 到 不 同 的 空间 。 
一 个 空间 要 能 成 为 向 量 (代数 ) 空 间 ,还 必须 附加 群 结构 以 及 代 
数 结构 。 如 果 一 个 空间 (集合 ) G 中 的 元 素 ( 点 ) ,在 一 个 二 元 运算 
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Z F ( “ ”也 许 是 加 法 或 减法 算 符 , 也 许 是 乘法 或 除法 算 符 ,也 许 是 
其 他 什么 算 符 ) ,满足 如 下 公理 (能 全 淹 ,1984): 

(i) 结合 律 : x (y:z)=(x y) z, 对 于 任意 x,y,ze G; 

(Gi) di RU: x+ e=x, 存在 eeC; 

(Hi 3570: x-a! =e, 对 于 任意 xe G, 存在 zx ! eG, 
则 称 Ç 为 空间 群 ,简称 群 。 一 个 群 G 如果 满 足下 面 的 公理 

(iv)x -y=y**, 对 于 任意 %,ye С, 
则 将 该 群 称 为 阿 贝 尔 群 。 

实数 域 R 在 普通 加 法 运算 之 下 构成 阿 贝 尔 群 ,在 普通 减法 运算 
之 下 不 构成 群 , 在 普通 乘法 或 除法 运算 之 下 也 不 构成 群 。 所 有 nx n 
满 秩 和 矩阵 所 构成 的 空间 4"*" 在 普通 矩阵 乘法 之 下 构成 群 ,但 不 是 阿 
贝尔 群 ; 在 普通 加 法 或 减法 和 运算 之 下 不 构成 群 。 

一 个 空间 V 如 果 在 普通 加 法 运算 之 下 构成 阿 贝 尔 群 ,其 中 的 元 
与 实数 之 间 定 义 了 普通 乘法 ,满足 如 下 公理 (能 全 淹 1984) : 

(i) a(x+y) =ax «ay, 对 于 任意 a eR, x,yeV; 

(i)(a+b)x=ax+bx, 对 于 任意 a,beR,xeyV; 

(11) (ab)x =a(bx), 对 于 任意 a,beR,xeV; 

(iv)1x 2x, 对 于 任意 xeV, Hh le R, 
则 构成 一 个 向 量 空间 。 

一 般 地 ,只 要 给 空间 R 赋予 了 度量 d( d 称 为 距离 或 度量 函 
数 ) ,满足 

(i)d(x,y)=0,V (任意 )x,yeR’ 

(ii)d(x,y) +d(y,z) zZd(x,z) , Vx,ye R? 
则 称 赋予 了 度量 d 的 空间 R) 为 度量 空间 。 

下 面 给 出 拓扑 空间 的 定义 (Blackett,1967;Armstrong,1983)。 设 
有 一 个 集合 有 ,并 且 对 于 关中 的 每 一 点 x* 选 定 由 发 中 的 元 构成 的 开 
集 ( 邻 域 ) ,满足 

(a)zx 在 它 自己 的 邻 域 中 ; 

(b)x 的 任何 两 个 邻 域 的 交集 为 x 的 一 个 邻 域 ; 

(c) EN dE х 的 邻 域 ， U 为 包含 N BJ X BJ f £ , MJ U 是 x 的 邻 
域 ; 
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(gd) 若 N 是 x 的 邻 域 ,并 用 入 表示 集合 {zeN|N 是 z 的 邻 域 | ， 


则 六 也 是 x 的 邻 域 ( 集 合 久 叫做 N 的 内 部 ) 。 

这 一 整套 结构 就 叫 一 个 拓扑 空间 。 每 一 个 点 xe 互 指定 了 满足 
(а) ~ (4d) 的 一 组 邻 域 , 称 为 在 集合 对 上 赋予 了 一 个 拓扑 结构 ,简称 
拓扑 。 为 了 对 拓扑 空间 有 一 个 更 明确 的 认识 ,下 面 再 给 出 一 个 等 价 
的 定义 (Armstrong,1983;Schutz,1980)。 为 此 ,首先 引进 开 集 和 闭 集 
的 概念 。 

设 互 是 拓扑 空间 , XOTE O 是 开 集 ,假如 它 是 它 自己 每 个 点 
的 邻 域 。X 的 子 集 称 为 闭 集 , 假 如 它 的 余 集 是 开 集 。 有 了 开 集 的 概 
念 ,拓扑 空间 可 以 等 价 地 定义 如 下 : 

集合 互 上 的 一 个 拓扑 是 由 亚 的 子 集 所 构成 的 一 个 非 空 组 , 它 的 
成 员 叫 做 开 集 ,它们 满足 下 列 要 求 : 

(让 ) 任 意 多 个 开 集 的 并 集 是 开 集 ; 

(i) 有 限 多 个 开 集 的 交集 是 开 集 ; 

(ii) X 5j z3J& O ET SR x 
集合 被 赋予 了 上 述 拓扑 之 后 就 称 为 拓扑 空间 。 


3.2.2 映射 


设 半 和 了 是 两 个 任意 集合 ,它们 也 可 以 是 任意 空间 。 从 半 到 Y 
的 映射 了 指 的 是 一 个 法 则 , 它 使 站 中 的 一 个 元 x 与 了 中 的 唯一 的 一 
个 元 y 相 对 应 Вр 
f(x) = y,Vxe X, З (#r£#E)y e Y (3.2.3) 
f(x)1& 0] x 在 Y 中 的 像 。 但 党 注 意 ,不 同 的 x 未 必 对 应 不 同 的 y。 因 
此 ,北上 映射 未 必 存 在 。 因 为 映射 的 概念 是 ,对 于 xe 头 , 必 存 在 唯一 的 
ye 了 使 式 (3.2.3) 成 立 。 如 果 对 于 Vy eY, 都 可 以 找到 x = X ( й 
唯一 ) , [18 f(x) =y 成 立 , 即 有 
fX) = Y (3.2.4) 
那么 , 称 映 射 是 从 头 到 了 上 的 ,或 称 满 映 射 ;如 果 对 于 任意 两 个 不 
[IBS x, eX fll x, eX, f(x1)eY fll f( x,) &Y 也 不 同 ,那么 , 称 f 是 一 对 
一 的 。 一 对 一 映射 并 不 一 定 是 满 映 射 , 满 映射 也 不 一 定 是 一 对 一 的 。 
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如 果 f. XY 是 一 对 一 的 满 映射 ,那么 , 必 存 在 道上 映射 /7': ҮзХ, 
广 ! 也 是 一 对 一 的 满 映 射 。 

映射 概念 加 上 拓扑 概念 ,我 们 就 可 以 给 连续 函数 下 一 个 简洁 的 
定义 。 设 对 和 了 是 拓扑 空间 , /是 从 互 到 了 的 上 映射。 如 果 工 的 任意 
含有 /A(x*) 的 开 集 包含 芋 的 一 个 开 集 的 像 , 则 ff 在 革 中 的 x 点 连续 。 
如 果 f 在 站 中 的 每 一 点 都 连续 , 则 称 f 在 了 上 连续 。 

fU eg 均 为 连续 映射 , 则 它们 的 复合 fog 也 是 连续 映射 
(Armstrong,1983 ) 。 设 牙 和 是 两 个 拓扑 空间 ,如 果 h: XY 是 连续 
映射 ,并 且 h-'; Y 一 外 也 是 连续 映射 , 则 称 h 是 同 胚 映射 ,相应 地 ， 
称 半 与 Y 同 胚 。 同 胚 的 拓扑 空间 竺 和 Y 了 可 以 认为 是 相同 的 ,因为 它 
们 具有 完全 相同 的 拓扑 结构 。 于 是 ,由 同 胚 映射 h 可 以 从 一 个 已 知 
的 拓扑 空间 构造 出 另外 一 个 拓扑 空间 (当然 二 者 的 拓扑 结构 是 完全 
相同 的 ) 。 比 如 ,一 个 带 有 边界 的 半球 面 与 一 个 闭 圆 盘 是 拓扑 同 胚 
的 ;一 个 球面 挖 去 一 个 点 之 后 与 玉 ( 即 平面 ) 拓 扑 同 胚 。 

证 明 第 一 个 例子 只 需要 作出 图 3.2. 1 就 够 了 。 很 容易 证 实 同 胚 
具有 传递 性 。 也 即 ,假定 站 与 了 同 胚 ,与 Z 同 胚 , 则 XX 与 Z А. 
今 用 互 和 了 了 分别 代表 闭 半 球面 和 闭 圆 盘 。 由 于 任何 圆 盘 之 间 都 是 
同 胚 的 ,因此 ,可 选 定 一 圆 盘 2Z, 它 的 半径 (赋予 普通 距离 概念 之 后 ) 
与 闭 半 球面 的 半径 相同 。 将 兰 和 Z 按 图 3.2.1 AE, EFTE], 
每 一 个 直线 1 只 有 两 个 交点 ,一 个 在 牙 上 ,一 个 在 Z 上 。 按 这 种 方 
R, 1 将 对 中 的 点 与 Z 中 的 点 建立 了 一 一 对 应 的 关系 。 而 且 不 难看 
H 1: X 一 Z 是 连续 的 , 171: Z 一 天 也 连续 。 这 就 是 说 ,大 与 2 同 胚 。 





图 3.2.1 闭 半 球面 天 与 盘 Z 同 胚 
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证 明 第 二 个 例子 相对 来 说 复杂 一 些 。S? 挖 掉 一 个 点 了 之 后 与 
Е? 同 胚 。 用 图 3.2. 2 很 容易 构造 出 同 胚 映射 h: x 一 y, 其 中 , x es? 
- {Pl ,yeE?。 映 射 h 是 由 过 P 点 的 射线 分 别 在 S* 和 EE 上 的 两 
个 点 (元 ) 之 间 的 函数 关系 。 每 一 个 * 对 应 唯一 的 一 个 y, 而 且 , x + 
同 , y 也 不 同 ,反之 亦 然 。 因 此 ,不 难 证 实 , h 是 连续 的 ,并 且 AC': 
y-*x 也 是 连续 的 。 这 表明 hh 是 同 胚 映射 。 因 此 ,FE? 与 挖 去 了 一 点 
的 球面 S^ 同 胚 。 如 果 保 留 P 点 ( 即 不 挖 去 PP 点) ,那么 , PEE 
中 所 有 无 穷 远 处 的 点 相对 应 。 在 这 种 情况 下 ,映射 hh 在 P 点 是 不 连 
续 的 ,因此 , S? 与 E^? ЖЕЖ. 

同 胚 的 概念 极为 重要 ,后 面 还 要 用 到 。 


Е? 
了 


图 3.2.2 RA S 挖 掉 一 点 P 之 后 与 无 限 平 面 EY Fs] EE 


3.2.3 流 形 与 张 量 


经 典 物 理学 认为 空间 与 时 间 是 独立 的 ,空间 是 三 维 连续 区 。 狭 
义 相 对 论 则 认为 空间 与 时 间 不 可 分 , 空 时 是 四 维 连 续 区 (四 维 世 
界 ) 。 但 不 论 是 经 典 物 理学 还 是 狭义 相对 论 , 均 认为 空 时 是 “平坦 ” 
的 ,因而 具有 通常 的 平移 与 和 拓 量 登 加 等 概念 。 狭 义 相 对 论 认为 ,整个 
空 时 中 发 生 的 任何 事件 都 可 以 与 闵可夫 斯 基 空 间 中 的 点 建立 一 一 对 
应 关系 。 然 而 ,在 广义 相对 论 中 ,并 不 作 这 种 先 验 的 假定 。 因 为 一 个 
浅显 的 例子 是 ,地 球 表 面 (可 看 做 二 维 空间 ) 从 局 部 来 看 很 像 平面 ， 
而 整体 结构 却 与 平面 完全 不 同 。 从 本 质 上 来 说 ,研究 地 球 表面 ,只 需 
要 研究 其 内 豪 性 质 ,无 须 将 它 幅 入 三 维 欧 氏 空间 了 。 这 是 最 先 由 高 








第 3 章 广义 相对 论 基 础 ”91 
wa 


斯 (Gauss,1824 ,参见 Weinberg,1972) 发 现 的 性 质 。 广 义 相对 论 遵循 
高 斯 的 方法 ,并 不 事先 假定 空 时 要 嵌 人 更 高 维 的 空间 ,而 是 研究 空 时 
本 身 的 性 质 。 这 个 空 时 本 身 , 从 局 部 来 看 ,类 似 于 欧 氏 空间 (现在 知 
道 类 似 于 闵可夫 斯 基 四 维 空间 ) ,但 整体 说 来 , 则 可 以 完全 不 同 。 为 
此 ,我 们 把 空 时 抽象 地 看 做 流 形 , 当 赋 予 不 同 的 结构 时 ,就 具有 不 同 
的 空 时 性 质 。 球 面 可 以 看 做 流 形 ,平面 也 可 以 看 做 流 形 。 二 者 整体 
结构 不 同 ,但 局 部 结构 完全 相同 ,因为 球面 上 的 任何 开 邻 域 与 平面 上 
的 任何 开 邻 域 都 是 同 胚 的 。 

POE H n 维 数组 (x' ,x*,… ,x") 构 成 实 向 量 代数 空间 К", ЛД 
予 拓扑 结构 以 后 , R" 成 为 拓扑 空间 (Schutz,1980)。 关 于 实 向量 代 
数 空间 的 定义 ,可 参见 相关 文献 (Schutz,1980; 侯 伯 元 , 伐 伯 字 ， 
2004) 。 如 果 在 R^ 空间 中 按 如 下 方式 定义 距离 


^ 1/2 
|а - y| = (Xo - y») (3.2.5) 


则 R^ RA n 维 欧 氏 空间 E^, 

PA n ENJE M ,直观 地 说 ,就 是 M 的 局 部 看 起 来 就 像 E” 中 的 
一 个 开 邻 域 。 从 整体 上 看 , 流 形 是 由 一 片 片 的 Е" 中 的 开 邻 域 光 滑 
地 联结 (或 粘 合 ) 起 来 的 空间 。 比 如 ,将 S*( 二 维 球面 ) 看 做 流 形 , 那 
4, S 看 起 来 好 像 是 由 E 中 的 很 多 小 片 ( 开 邻 域 ) 光 滑 地 粘 合 起 来 
的 。 精 确 地 说 ,一 个 n 维 的 .具有 无 限 次 可 微 性 质 的 ( 记 为 C”)、 实 
的 流 形 M, 是 一 个 由 开 和 集 簇 | Op 构成 的 集合 ,满足 (Schutz,1980; 侯 
IAT RIA F ,2004) 

(i) VP eM, 30,, BI 10^ | 覆盖 M; 

Gi) XE V X e0Op, 存 在 一 对 一 到 U, 上 的 映射 yp: 0,—U, ,其 中 
Up 是 E" 中 的 开 集 ; 

(їн) VO, CM ОСМ, Ж Op О, > OO CORE S E) , 则 复合 映 
Я Vos ip! Coe RI vg! 后 作用 小 0) 将 wpLOpNnO0o]CUpCE" 中 
的 点 映射 为 yo[ Op 105] C Uo C E" 中 的 点 ,并 且 要 求 上 述 上 映射 是 
C 的 ( 即 无 穷 连 续 可 微 的 )。 

上 述 定 义 可 以 用 图 3. 2.3 加 以 形象 化 显示 。 

假定 M 和 N 是 按 上 述 方式 定义 的 流 形 , 如 果 影射 h: M 一 N 是 
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#(O,nO) 


图 3.2.3 从 流 形 M 中 的 子 空间 到 欧 几 里 得 空间 E" 中 的 映射 示意 图 


C* BU, Wi ELA 7! : ММ 也 是 C” 的, 则 称 必 与 N С° ТАЈ В), 
h 称 为 C” 微 分 同 胚 映射 。 两 个 С" 微分 同 胚 的 流 形 M 和 N 具有 完 
全 相同 的 结构 ,二 者 可 以 认为 相同 。 举 例 来 说 ,一 个 二 维 正方 形 与 一 
个 圆 盘 尽 管 是 拓扑 同 胚 的 ,但 二 者 不 是 C 微分 同 胚 的 ,甚至 不 是 C! 
微分 同 胚 的 (只 要 将 上 面 的 C^ 18 x Ct 就 得 到 C^ 微分 同 胚 的 概 
Z) 。 因 为 在 边界 处 ,正方 形 没有 连续 导数 ,而 圆 盘 的 边界 点 有 CT 
导数 。 因 此 ,只 能 说 正方 形 流 形 M 与 圆 盘 流 形 N 是 C? 微分 同 胚 的 ， 
简称 同 胚 。 两 个 流 形 如 果 是 C" 微分 同 胚 的 , kw ,那么 ,这 两 个 流 
形 就 不 能 认为 完全 相同 。 只 有 C 微分 同 胚 , 才 可 以 认为 二 者 完全 
相同 。 这 与 拓扑 辣 胚 的 概念 有 差异 。 拓 扑 空间 没有 赋予 微分 概念 ， 
空间 的 结构 比较 “原始 ” ,只 要 两 个 拓扑 空间 同 胚 ( 上 映射 与 道 映 射 均 
连续 ) ,二 者 就 可 视 为 相同 。 当 流 形 赋予 了 微分 (6 微分 或 CT jk 
分 ) 概 念 之 后 ,从 结构 上 来 看 变 复杂 了 ,这 时 ,仅仅 从 同 胚 还 不 能 推 
断 两 个 流 形 是 否 相 同 。 因 此 ,还 必须 指明 同 胚 是 多 少 阶 次 的 微分 同 
胚 。 比 如 ,两 个 流 形 如 果 是 C^ 微分 同 胚 的 , 则 可 认为 这 两 个 流 形 的 
结构 直到 C* 微分 都 是 相同 的 。 关 于 n 维 流 形 以 及 微分 流 形 的 概念 ， 
也 可 参见 有 关 文 献 (陈省身 , 陈 维 桓 ,1983 ) 。 

有 了 流 形 的 概念 ,我 们 再 来 研究 流 形 中 的 矢量 。 在 普通 欧 氏 空 
间 中 ,矢量 的 概念 是 人 们 熟知 的 。 对 于 位 于 空间 中 任意 两 点 处 的 矢 


第 3 章 广义 相对 论 基础 93 
一 





E A 和 B, 我 们 可 以 按 通常 的 平移 方式 比较 它们 是 否 平 行 。 但 在 流 
形 中 ,这 一 观点 必须 放弃 。 比 如 , 按 通 常 的 观念 ,在 二 维 球面 流 形 中 ， 
不 借助 于 三 维 空间 就 无 法 知道 处 于 球面 上 的 两 处 的 矢量 之 间 的 关 
系 。 实 际 上 , 沿 球面 上 不 同 的 路 径 进 行 平移 (在 52 流 形 空间 中 ) ,得 
到 的 最 终结 论 不 一 样 。 这 一 点 可 以 通过 考察 图 3.2.4 得 知 。 

设 4 和 B ТЕЛӘК E. С 在 极点 (北极 ) 。 有 一 矢量 位 于 赤道 上 
的 A 处 ,其 方向 沿 赤 道 的 切线 方向 。 先 从 4 沿 大 圆 路 经 AC Ж V F 
移 到 C( 移 动 时 V 始终 与 球面 相 切 ) ,得 到 矢量 Vi。 另 一 方面 ,将 矢 
E V 从 4 先 沿 赤道 保持 与 球面 相 切 移动 到 8( 在 二 维 球面 流 形 中 只 
能 保持 相 切 移动 ) ,再 沿 BC 大 圆 平行 移动 到 达 C ,那么 ,得 到 的 将 是 
У. V, 5 V, 并 不 重合 。 如 果 我 们 选 B 为 4 的 对 径 点 ,那么 ,经 由 两 
条 不 同 的 路 径 (4C ЯП ABC) 平移 矢 量 站 之 后 所 得 到 的 结果 正好 相 
反 , 即 V, 5j V, ERE I) ç 





图 3.2.4 S 流 形 中 矢量 的 平行 移动 


这 就 提出 了 一 个 问题 :给 定 了 流 形 ,如 何 定义 平行 移动 呢 ? 首先 
我 们 要 指出 ,如 果 给 流 形 赋予 了 某 种 特殊 的 结构 ,比如 赋予 度 规 
gu ARA ,平行 移动 就 唯一 地 确定 下 来 了 。 但 这 并 非 意 味 着 平行 移 
动 与 路 径 无 关 ;只 有 在 平 直 空间 ,平行 移动 才 与 路 径 无 关 。 为 此 ,我 
们 需要 研究 流 形 的 内 豪 结 构 , 这 种 结构 不 依赖 于 外 部 空间 的 性 质 。 
E E" 空间 中 ,一 个 向 量 V= (WW,…,VW') 对 应 于 一 个 方向 导数 
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Varot (注意 求 和 约定 ) ;反之 亦 然 。 类 似 地 ,假定 FF 是 从 流 形 M 到 
实数 域 R 的 C^ 函数 的 集合 ,我 们 定义 流 形 M 中 任意 一 点 已 处 的 切 
向 量 耻 是 一 个 映射 V: FR ,满足 如 下 两 个 条 件 : 

(1) EH JBS M: V Caf + bg) =aV(f) +bV(g), Vf,ge F, 
Va,beR, 

Cii) 3E 4 З Д. V(/g) 2f P)V(a) +g(P)V(/), V Pe M 

н (і) (и) ЕЕЕ, ШЖ ле СВ Я, Ер h( P) = CON 
УРеМ), M] V(h) =0。 

H ЕЖЕ ХШ J UJ X E NUS ЕДЕ ОН АЈ, P( = M) жй) 
矢量 集合 Vp( 即 由 了 点 的 切 矢 量 的 全 体 构 成 的 集合 ) 是 线性 矢量 空 
闻 , 此 因 (V+0)(f) =V(f) +U(/) ,而且 V(af) =aV(/) ,其 中 V 和 和 
U 是 Vp 中 的 任意 矢量 。YVYp 的 维 数 是 流 形 M 的 维 数 ,这 由 下 述 定理 
保证 (Wald ,1984)。 

定理 ; 设 M 是 一 n ЖЕ, Ре M, P 点 的 切 矢 量 空 间 Vp 的 
维 数 为 n。 : 

这 里 略 去 证 明 过 程 。 

需要 注意 ,矢量 了 是 从 函数 空间 五 到 实数 空间 R. 的 上 映射 ,而 函 
数 空间 下 是 从 流 形 M # R 上 的 C^ 函数 的 集合 。 在 M 中 任 取 一 点 
Pe M ,可 以 构造 一 个 С" ЛАЯ у: M—E"(M PE n H: C? W 
Ж) ,使 得 

(Р) = (w!l,x2 +... x") (3.2.6) 

因此 ,通常 也 称 y 是 一 个 坐标 系 ( 也 称 卡 或 图 ,参见 图 3. 2.3 ,以 及 梁 
RNE , 周 彬 ,2006) ,因为 它 把 M 中 的 一 点 与 E" 中 的 坐标 (x! ,… ,x") 
联系 了 起 来 。 反 过 来 , E^ 中 的 坐标 (x!,…,x"*) 可 以 通过 逆 映 射 
О, p 也 必定 是 C” 微 分 同 胚 映射 ) Bh M 中 的 已 点 , 即 有 
Р =p (xl, ux?) (3.2.7) 

设 FeE, 由 于 了 是 从 M 到 及 上 的 C” 函数 集合 空间 ,因此 ,将 
P ARA R 中 的 一 个 实数 

AP) =a e R (3.2.8) 
即 
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a = f(P) = fe yl (xl un") (3.2.9) 
这 里 , а 是 坐标 (x! ,… ,x”) 的 函数 。 于 是 ,我 们 可 以 构造 坐标 基 


= (foey! = (xl... x" 
X, (/) uit p) веру (WP) (x ,x")) 


(3. 2. 10) 
UJ X, Ag SE s dk ,映射 了 对 了 的 作用 可 表示 成 (Waild,1984) 
V(/) = WX, (f) (3.2.11) 
或 写成 
V = WX, (3.2.12) 


其 中 Ve 是 矢量 了 在 坐标 基 居 ,下 的 分 量 。 如 果 换 一 个 坐标 基 X'., 
则 V 可 表示 成 
V = рах", (3.2.13) 
V'^ 是 矢量 了 在 新 坐标 基 X', 下 的 分 量 。 新 旧 坐 标 基 之 间 的 变换 关 
系 由 下 式 给 出 
ox'" , 
x, = ©; w. (3.2.14) 


由 方程 (3.2.12) ~ (3.2.14) 49 


yv” 2 yZ (3.2.15) 





方程 (3. 2. 15) 称 为 矢量 变换 律 。 
实际 上 ,我 们 对 方程 (3.2. 12) ~ (3.2. 15) 并 不 陌生 。 以 三 维 平 
直 空 间 为 例 , 若 选 定 直角 坐标 基 e e, e CON IL BIO ,在 本 书 中 ,坐标 
基 的 矢量 箭头 或 粗 体 表示 总 是 省 略 ,通常 不 会 引起 误解 ), 则 空间 矢 
量 r 可 表示 成 
r = хе, + ye, + ze, (3.2.16) 
或 写成 
r = xie, (3.2.17) 
其 中 x! a aj 分 别 是 x、y、z, 而 ejere, 分 别 表 示 坐 标 基 e е, .e,, 
矢量 > 在 坐标 基 e, 下 的 分 量 是 xi。 若 选 定 新 的 坐标 基 , 比 如 球面 坐 
标 系 坐标 基 е, Leo e, Mr 可 表示 成 
r = р,е, + pgeg +P, (3.2.18) 
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或 写成 
r = x'e', (3. 2. 19) 
其 中 x 是 r 在 新 坐标 基 е',(е', 分 别 表 示 e,、ep、e, ) 下 的 分 量 。 由 于 
新 旧 坐 标 之 间 由 下 列 变换 联系 
x =rsin0cosÀ 


y =rsin0sinÀ 


z =гсов@ (3.2.20) 
鉴于 方程 (3. 2. 14) ,有 
j 
е' = t (3.2.21) 
x 
将 (3.2.20) 代 入 上 式 , 得 
, ox! . . А 
e 1 =e, = 3 6 = sinQcosAe, + sinÜsinA6, + cosAe, 
r 
, ox! . . 
e 三 ep = 386! = rcosQcosAe, + rcosOsinAe, — rsin0e, 
, Ox . : . 
e’, =e, = ё = — rsingsinAel + rsin8cosAe, (3.2.22) 


这 就 是 球面 坐标 基 与 直角 坐标 基 之 间 的 关系 。 在 由 式 (3. 2. 22) Br 
表示 的 新 坐标 基 之 下 , 的 分 量 由 方程 (3.2. 15) 给 出 。 

在 第 2 章 中 我 们 曾经 指出 ,凡是 满足 变换 律 (3. 2. 15) 的 量 都 称 
为 矢量 ,不 过 当时 要 求 变 换 矩 阵 ox'"/0ox^ 是 洛 伦 兹 变换 。 现 在 ,矢量 
概念 推广 了 ,0x'”/9x* 可 以 是 任意 变换 和 矩阵 ,只 要 它 是 非 奇 蜡 的 , 即 
雅 可 比 行列 式 | охаки | 不 为 零 。 

在 流 形 M 上 可 以 定义 光滑 曲线 C. M 中 的 一 条 光滑 曲线 C 是 
R( 或 R 中 的 一 个 区 间 ) 到 M 中 的 映射 , 即 C: R 一 M。 对 于 曲线 C 
上 的 任意 一 点 Pe MMM, 我们 可 以 构造 一 个 切 矢量 Te Vp(Vp 是 P 点 
的 切 矢 量 空间 )。 构 造 方法 如 下 : 对 于 feF, 令 T(/) 等 于 映射 函数 
f °C: RR 相对 于 参数 ;的 导数 (在 PP 点), 即 
| T(f) = d(f» C)/dt (3.2.23) 
我 们 可 选 定 一 个 坐标 系 少 , 它 是 一 个 从 M 到 E" 的 映射 , 它 将 M 中 
的 曲线 СВ Е" 中 的 曲线 x^ (0) : 
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(С) = (xl(t) n" (D) (3.2.24) 
由 此 得 

C = фт! (х1 (0) sux D) (3.2.25) 
于 是 ,由 方程 (3. 2.23) 和 方程 (3. 2. 25 ) 得 


то) = Жу С) = -Zgo SE (3.2.26) 
将 方程 (3. 2. 10) 代 入 上 式 ,得 | 
dx^ 
Т) = 7 X, (J) (3.2.27) 


HUP T UL HE ,根据 方 程 (3. 2. 11) ,采用 坐标 基 XC) , 则 Т(/) RIT 
表示 成 
T(f) = TEX, (Р) (3.2.28) 

其 中 T+ 是 工 在 坐标 基 ,下 的 分 量 。 比 较 方程 (3. 2. 27) 与 方程 
(3. 2. 28)49 

dx^ 
Te = = 
上 述 方程 给 出 了 曲线 C E— 8 РАШКЕ T I K EL 335 st. 

在 上 述 讨论 中 ,我 们 固定 了 一 点 PeM 并 考虑 了 已 点 的 切 矢 量 
空间 Vp。 对 于 另外 一 点 Qe M ,同样 有 一 个 切 矢量 空间 Vo. Anda An 
道 这 两 个 切 矢量 空间 的 关系 呢 ? 确切 地 说 ,假定 VeVp,UVeVo, 如 
何 比较 与 VU 是否 相 同 呢 ? 仅仅 给 定 流 形 结构 还 不 能 回答 这 个 问 
Bi ,或 者 更 确切 地 说 ,在 没有 赋予 流 形 更 多 的 结构 之 前 ,提出 这 个 问 
题 是 没有 意义 的 。 只 有 给 流 形 赋予 了 更 多 的 结构 ,我 们 才 可 以 提出 
这 个 问题 进行 讨论 。 比 如 ,一 个 浅显 的 例子 是 ,假如 流 形 М E = d 
的 ,赋予 欧 几 里 得 度 规 使 其 成 为 三 维 欧 氏 空间 ,那么 ,任意 两 点 的 
( 切 ) 矢 量 的 比较 可 以 按 通常 的 平移 方式 进行 。 以 后 我 们 还 将 讨论 
给 流 形 赋予 引力 场 度 规 g,, 时 的 情形 。 

在 第 2 章 我 们 曾经 讨论 过 张 量 ,但 没有 给 出 严格 的 定义 。 有 了 
映射 .矢量 等 概念 以 后 我 们 就 可 以 着 手 定 义 张 量 了 。 假 定 V 是 n 维 
实数 矢量 空间 ( 当然 ,我 们 最 感 兴趣 的 是 切 矢量 空间 Vp)。 考 虑 一 
集合 Y* , 它 的 每 一 个 元 是 从 V 到 R 的 映射 。 给 集合 V* 赋予 普通 


(3. 2. 29) 
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的 加 法 和 数 乘 之 后 , V* 就 成 为 矢量 空间 了 ,其 维 数 与 V 的 维 数 相同 
(Schutz,1980; ЕН XX ,2005). 3E fr] ER V * УА A Е 25 IB] ,而 
V ”中 的 元 称 为 对 偶 矢 量 。VY ”中 的 对 偶 矢 量 作 用 于 站 中 的 矢量 就 
得 到 一 个 实数 。 假 定 e1 ,… ,e, 是 不 中 的 一 组 基底 (注意 基底 e, JE n 
维 矢 量 ) ,我 们 可 定义 了 "的 基底 ev ,…,e” 满足 如 下 关系 
e*#(e,) = ©, (3.2.30) 

еЗ e, 的 对 偶 基 底 。Y 中 的 任 一 矢量 U 可 表示 成 e, 的 线 
EHA. MA, V* 中 的 任 一 矢量 W * 可 表示 成 e** 的 线性 组 合 。 

V 是 线性 矢量 空间 。 YUeV, 3 了 (存在 ) 对 偶 矢 量 W*eV* ,使 
得 W*(U)=aeR。 又 对 VW*eV* ,存在 对 偶 矢 量 W **e V **, E 48 
W'"(W*)zbeR, $b =a, B W"(W*) -W* (U) ,TE,#— 
元 Ue V 对 应 一 个 元 W "eV" Z JF. CME п 维 线 性 矢量 
空间 ,基底 也 有 相同 的 形式 ,因此 , V US V 是 同 构 的 。 这 就 是 说 ，V 
与 Y “具有 完全 相同 的 代数 结构 ,二 者 可 认为 是 同一 的 。Y “是 Y " B 
对 偶 矢 量 空间 ,而 "是 YV 的 对 偶 矢 量 空间 ,因而 称 了 ”为 V 的 双 对 
偶 矢 量 空 间 。 任 何 一 个 矢量 空间 的 双 对 偶 矢 量 空 间 与 自身 是 同 构 
的 。 同 时 ,又 由 于 它们 具有 相同 形式 的 基底 ,因而 二 者 是 同一 的 。 这 
里 需要 说 明 的 是 , V* 与 V 之 间 也 可 建立 同 构 关系 ,但 由 于 它们 的 基 
底 具 有 不 相同 的 形式 ,因此 二 者 不 是 同一 的 。 由 于 YV 与 了 ”是 同 
的 ,因此 , V 可 以 看 做 由 V* 到 R 的 映射 的 全 体 构 成 的 矢量 空间 , 正 
如 V* 是 由 VV 到 R 的 映射 全 体 构 成 的 矢量 空间 。 基 于 这 种 观点 ,我 
们 就 可 以 给 出 张 量 的 严格 定义 了 。 

I V En EREZZE, У* ДУ 的 对 偶 矢 量 空间 。 一 个 (8,1) 型 
混合 张 量 了 是 如 下 的 一 个 多 元 线性 映射 (Schutz ,1980) 








Т.‹У*,з,У*; V, V) >R (3.2.31) 
——  w—sATs,oI 
k 1 
或 记 为 
T(V!* ,--,V** y, Vi) = а є Ё (3. 2. 32) 


也 就 是 说 , 张 量 了 是 这 样 一 个 映射 , 它 作用 于 《个 对 偶 矢 量 和 7 个 矢 
量 之 后 产生 一 个 实数 。 
根据 上 述 张 量 定义 ,(0,1) 张 量 是 从 V ЯЕ 的 映射 ,因而 是 对 侦 
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矢量 。(1,0) 张 量 是 从 V "到 及 的 映射 ,因而 是 矢量 。(0,0) 张 量 就 
是 标量 。 由 所 有 (k,1) 型 张 量 的 全 体 构 成 的 集合 T (k,1) ,赋予 普通 
数 乘 , 则 构成 一 张 量 空间 。 由 于 VY 和 V* 均 是 n 维 的 ,因而 , T(k,/) 
是 m+*! 维 的 。 就 映射 而 言 ,如 果 只 给 定 一 个 指标 ,那么 ,就 有 nh 
个 分 量 UREE k+l 个 指标 ,那么 ,每 个 指标 对 应 种 选择 ,因而 大 
+1 个 指标 同样 对 应 六 “个 分 量 。 如 果 选 定 张 量 基底 总 "0n, Д 
ЖЕ 了 可 表示 成 

T = Тазы "Т" (3.2.33) 
Tm „КЮЕ 了 的 分 量 , 上 标 称 为 道 变 指标 ,下 标 称 为 协 变 指 
标 。 逆 变 指 标 或 协 变 指标 的 概念 基于 张 量 的 变换 性 质 ( 见 后 )。 张 
E tom O VA V ”的 基底 利用 直 积 形式 得 到 

азы = e, © бе, @ e*” Go Get" 
(3.2.34) 

直 积 的 意思 是 说 ,如 果 4 对 应 n 维 数组 (41,…,4,),B 对 应 m 维 数 
(Bi, Bn) AA, AOB 对 应 一 个 nm КЕ (А,В, |i=1,…n,， 
J=1,.…,m)。 

对 于 P(sM) 点 的 切 矢量 空间 Vp 来 说 ,坐标 基 由 eexu 给 出 。 
相应 地 ,对 偶 矢 量 空 间 Ур (也 称 余 切 矢量 空间 ) 的 坐标 基 由 da^ 给 
出 。 对 于 任意 一 矢量 Ve Vp, 在 坐标 基 o/ox^ 下 的 分 量 为 V^ ,在 新 
坐标 基 axt 下 的 分 量 为 V* ,二 者 之 间 由 变换 律 (3. 2. 15) 给 出 

у» = v 2 (3. 2. 35) 
对 于 V; 中 的 矢量 W 来 说 ,其 分 量 在 新 旧 坐 标 系 之 间 的 变换 律 由 下 
式 给 出 


ш 
w, = w, £= (3.2.36) 
Ox'” 


由 于 方程 (3. 2.15) 和 方程 (3.2.36) 从 形式 上 可 分 别 写成 

Vr/ox'” = Vh 

W',ox'" = да” (3.2.37) 
因此 ,通常 将 V 称 为 逆 变 矢量 ,相应 的 指标 便 称 为 道 变 指标 ,而 将 
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W, 称 为 协 变 矢 量 ,相应 的 指标 便 称 为 协 变 指 标 。 一 般 地 ,在 不 致 引 
起 混淆 的 情况 下 ,将 V R W, 统称 为 矢量 。 
根据 矢量 的 变换 律 , 不 难看 出 张 量变 换 律 如 下 





T'uk = ТАА ox" .. х! gai хе 
ku оссо А ` À 7 了 UT „„ 
OX! Ox’* gx ^ ox "i 

(3.2.38) 


因此 ,方程 (3.2. 38 ) 也 常常 被 用 来 作为 张 量 的 定义 。 在 第 2 章 ,我 
们 曾经 用 到 了 这 一 定义 ,不 过 那 时 ,坐标 系 之 间 的 变换 是 洛 伦 兹 变 
换 , 即 x^ L5 x^ 之 间 由 洛 伦 兹 变换 给 出 。 显 然 ,这 里 给 出 的 定义 是 
广义 的 , x'# Ej x 之 间 可 以 是 任意 的 函数 关系 ,只 要 保证 雅 可 比 行 
列 式 | ox'^/ax" | 不 为 零 即 可 。 


3.2.4 WERK 


前 面 给 出 了 张 量 的 定义 ,但 概念 比较 抽象 。 下 面 用 一 些 简单 的 
例子 阐述 张 量 的 基本 运算 规则 及 性 质 。 
(1) 线 性 组 合 上 下 指标 相同 的 张 量 的 线性 组 合 也 是 这 些 指 标 
的 张 量 。 例 如 , 令 At Яп Br, 是 混合 张 量 ,又 令 
T = aA", + bB^, Va,b eR (3.2.39) 
则 T^ +B, КЕ, ik, [N 


ox’ gx" Ox ^ gx" p 
a ox ox 











"о mgA m = p 
T'^ =aA + bB "T aA e t a apre 
-9x Ox (AP, + bp у = 92% 9х ту (3.2.40) 
óx? Əx'" И 7 Ox? ox T 


B] Те ДЕ КЕЛ (3.2.38), 
2) ВЖ Wi SERE BUS ЕЯ, Е Ка, t E F 
指标 由 原来 的 两 个 张 量 的 上 下 指标 组 成 。 例 如 , 设 A^ B 是 张 量 ， 


A 


ТАР = AË BP (3.2.41) 
MJ T^ ^? —3K E ,因为 
_ ôx" OxB да дх'? 


r = t р 
T'^? = A" B Эй Эу!” B Эхе 


В° 
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_ дх'^ ддё Әх"? ja po 
Əx% дх'” ox” P 
r В р 
= Ow Ox тае (3. 2. 42) 


gx” Ox'" дх° 

(3) 缩 并 令 张 量 的 一 个 上 指标 和 一 个 下 指标 相同 ,并 对 该 指 
标 ( 从 1 到 nn) 求 和 ,就 得 到 没有 这 两 个 (相同 ) 指 标的 新 张 量 。 例 如 ， 

设 Тис КЕ, 
Tw = Тер” (3.2.43) 
则 ?2 是 一 张 量 。 这 只 要 检验 它 的 变换 律 即 可 
Ox OxP Əx'P әх!” 
дх® Ox'" Ox? Ox? 





T' = T'u pv = pu pa сл 
Р 











- àx'^ дх'Р „ Вто т^ 
дк“ ах ^ P 
"uh н tP 
29x ^ Ox qa op „ д®* 9X ^ pao (3.2.44) 
7 axt 9х7 P Ox? Ox? 


述 三 种 运算 可 以 组 合 起 来 使 用 ,其 中 ,通过 组 合法 可 以 使 一 个 

张 量 的 指标 提升 或 下 降 。 比 如 , 设 T% ,是 任意 张 量 , gy, 是 度 规 张 
E, gz* 是 5 的 道 ,也 是 一 张 量 。 定 义 

Spo = g,,T^, 

RW» = gv Ти, (3.2.45) 
则 5,7 Jü Rs"* 均 为 张 量 ,因为 两 个 张 量 的 乘积 是 张 量 ,指标 缩 并 之 后 
也 是 张 量 。 上 边 的 第 一 个 定义 式 , 完 成 了 对 张 量 指标 4 的 下 降 ,第 二 
个 定义 式 , 则 完成 了 对 张 量 指标 o 的 提升 。 通 过 对 指标 的 提升 或 下 
EE ,可 以 把 一 个 张 量 用 不 同 的 方式 写 出 来 ,只 要 gy, 是 已 知 的 。 由 于 
g^" ХЕ в, НЙ, А, gu 提升 一 个 指标 或 对 ge** 下 降 一 个 指标 则 
得 到 Kronecker К Ë! , ВП | 


g^^g,, = F, (3.2.46) 
如 果 将 gsv 的 两 个 指标 都 提升 , 则 得 到 赣 张 量 
g^"g^"g,, = g'^8^, = в^° (3.2.47) 


对 gz" 下 降 两 个 指标 则 得 到 度 规 张 量 guv。 
如 果 交 换 张 量 分 量 Te ww ws 的 两 个 指标 wi 和 vw, 得 到 
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的 新 的 张 量 分 量 与 原来 的 张 量 分 量 相同 ,那么 , 称 张 量 7 关于 指标 
pi 和 vj 是 对 称 的 。 如 果 交 换 pj 和 后 , 张 量 分 量 正好 反 号 ,那么 ， 
称 张 量 关于 指标 j 和 vw; 是 反对 称 的 。 如 果 关于 任意 两 个 指标 对 
称 , 则 称 7 为 完全 对 称 张 量 。 如 果 工 关于 任意 两 个 指标 反对 称 , 则 
称 7 为 完全 反对 称 张 量 。 8%, ,7,8,y 等 量 均 为 对 称 张 量 ,而 Levi- 
Civita KÆ ps( 见 2.7 节 的 定义 式 (2.7. 29) ) 则 为 完全 反对 称 张 
量 。 

任何 一 个 张 量 , 均 可 分 解 成 完全 对 称 张 量 与 完全 反对 称 张 量 的 
和 。 比 如 , 设 7,, 是 一 般 张 量 ,我 们 可 构造 对 称 张 量 


То o, + T,,) (3.2.48) 
和 反对 称 张 量 
Тыл = > (T,, - Ты) (3.2.49) 
而 7,, 可 表示 成 
T = Tua) + Түш (3.2.50) 


H E EfI— T CE,D) ЖК ERE БУ nos sb dat F EAE ДИЕ (О, + I 28 
КЕ, AE, P IRURE] FL H (0, D) RISK E T, 的 完全 对 称 和 完全 
反对 称 张 量 的 表达 形式 。T, .可 表示 成 


Dy, 一 Tü.) + Тл] (3.2.51) 
其 中 
1 
Tos = Тү, Tus (3.2.52) 
是 完全 对 称 张 量 ,而 
1 
Тр] = ПО (3.2.53) 
是 完全 反对 称 张 量 , т 是 对 1,2,… 沁 所 有 可 能 的 置换 ,而 


5 = MO 


(3.2.54) 
- 1,38 n REA ЁН] 


举例 来 说 
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T -1 = 工 (7 T ) 
(иш) = 区 之 7 Шауа) T 2 S mm T “шй 
T -4 8, T, = ler T ) 
ada J 75312 TH.) — 2 ` daB) шй 
T = Т 
(umi?) =z È HQ) En (2) Hal) 
-1 T T T T T T 
= mmm + Empaps T "шмш T mmm T mmm t m» 
T -了 ô T 
анз] 7312. T Jesi) Еа (2) Bala) 
-1 Т Т, Т, Т, Т T 
= mmp + Таа + Tina 7 Таша 7 Tan 7 Tua) 
(3.2.55) 


采用 这 一 套 符号 ,使 得 张 量 运算 的 表述 比较 简洁 ,从 而 简化 推演 过 
程 。 以 后 (特别 是 引进 黎 曼 张 量 之 后 ) 可 以 看 出 这 种 表述 的 优越 性 。 

我 们 再 举 几 个 对 称 与 反对 称 张 量 运算 的 例子 ,以 便 获 得 更 直观 
的 认识 。 设 有 张 量 T, M 


Тс) => T, P 一 T, “É 


Тоу) => Tu + Т„„°5) 
| T, [o8] uU - T, B°) 
T В) -二 CT + T, 78) 
т, =s Tu + T. B + T, B LT, SL T, "Ë LT) 


Teur” syy Т + Ta +T, + Ty + T, P + 了 wp) 


(3.2.56) 


如 果 我 们 只 对 指标 jw 和 a 到 对 称 或 反对 称 运算 , 则 可 采用 下 面 
的 表述 
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1 a 
Temni eB = э“ T, в + Turt) 


Tij, 78 = ji Du - Т.) (3.2.57) 
其 中 , 夹 在 两 紧 1! 中 间 的 指标 > 不 参与 运算 。 如 果 给 定 一 张 量 方程 
А„„В°В = Т„°В (3.2.58) 
则 有 
Аш) B^? = Teun 
Атав? = Tip 
AtL,,B*? = Teur 
Aç BD) = Т, „!°!8) (3.2.59) 
等 等 。 
3.2.5 KEZE 


满足 变换 律 (3. 2. 38 ) 的 量 称 为 张 量 。 如 果 一 个 量 W, 其 变换 规 
律 比 张 量 的 变换 规律 多 出 一 个 因子 /, 则 称 7 为 张 量 密度 。 比 如 ,，W 
的 变换 律 如 下 : M x" 变 为 x* Bp, W 的 分 量变 为 
üx'^ ga'r gam дж? yo -oo 
Oxo! i 9х9+ gx'^ Е к Wu 

(3.2. 60) 
则 将 J 称 为 张 量 密度 。 令 k=1=0, 则 得 到 标量 密度 的 概念 。 比 如 ， 
度 规 张 量 g,, 的 行列 式 | в, | 就 具有 标量 密度 | 0/0”? BEW 
by fi (18 20,137 ,真空 光速 c 等 ) 是 不 变量 。 为 了 证 实 | gu | 具有 标 
量 密度 ,我 们 考察 g,, 的 变换 式 
这 里 需要 指出 , 5, 的 张 量 密度 为 1 ,因为 g& ,本身 是 张 量 。 取 方程 
(3. 2. 61) 的 行列 式 


Ba T - 
w VIB 











в' = |Əx#/əx'"” |?g (3.2.62) 
这 就 证 明了 z 具有 标量 密度 | оох" |? Cg 和 8 分 别 是 go 和 8 
的 行列 式 的 负 值 )。 
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张 量 密度 的 重要 性 在 于 积分 运算 。 比 如 ,对 于 体积 元 dx ,在 变 
H x—x' К, d'x 变 为 


as! 








d^x' = d^x (3. 2.63) 
дх 
但 如 果 考 虑 体积 元 Ygd*x, 则 它 是 不 变量 : 
dr’ = Jg'd'x'- A [e = d^x = /gd*x = dr 
x 














(3.2.64) 

张 量 代数 的 运算 法 则 可 以 推广 到 包含 张 量 密度 的 情形 : 

(1) 具 有 相同 张 量 密度 并 且 具 有 相同 上 下 指标 的 两 个 量 的 线性 
组 合 仍 然 具 有 相同 的 张 量 密度 和 上 下 指标 。 

(2) 分 别 具 有 张 量 密度 因子 7, 和 J, 的 两 个 量 的 直 积 构成 一 个 
具有 张 量 密度 J, + J, 的 新 的 量 , 其 上 下 指标 是 先前 两 个 量 的 上 下 指 
标的 和 。 

(3) 具 有 张 量 密度 J 的 一 个 量 的 上 下 指标 的 缩 并 不 改变 张 量 密 
度 。 


3.2.6 导数 算 子 与 平行 移动 


一 个 曲面 嵌入 到 更 高 维 的 空间 之 后 ,我 们 可 以 研究 它 的 曲率 。 
但 高 斯 发 明了 一 种 方法 ,就 是 研究 曲面 的 内 豪 性 质 ,无 须 将 曲面 说 入 
到 更 高 维 的 空间 中 去 。 关 于 流 形 的 研究 ,就 是 高 斯 思想 的 发 展 。 流 
形 本 身 ,可 以 是 一 个 曲面 ,也 可 以 是 某 种 空间 , 它 无 须 戏 人 到 更 高 维 
的 空间 (或 流 形 ) 中 。 因 此 ,我 们 希望 在 流 形 自身 中 建立 一 种 内 襄 方 
法 ,来 描述 曲率 .平行 移动 等 概念 。 欧 氏 平 直 空 间 中 的 曲率 为 零 ,这 
是 众所周知 的 。 但 一 般 说 来 ,一 个 曲面 流 形 的 曲率 不 为 零 。 因 此 , 曲 
率 决 定 了 空间 的 性 质 。 空 间 中 的 一 条 测 地 线 , 走 “ 尽 可 能 直 ” 的 一 条 
曲线 。 从 物理 学 的 角度 来 看 ,在 空间 M 中 自由 运动 的 一 个 粒子 所 走 
的 轨迹 就 是 一 条 测 地 线 。 假 如 粒子 从 空间 中 A 点 自由 运动 到 8 点， 
那么 ,粒子 从 4 行进 到 8B 所 历经 的 时 间 取 极 值 ( 费 马 原理 ) ,由 此 可 
得 出 由 A 到 B 的 测 地 线 。 空 间 的 性 质 不 同 , 测 地 线 也 不 同 。 在 平 直 
空间 ( 欧 氏 空间 ) 中 , 测 地 线 是 直线 。 从 数学 观点 来 看 , 测 地 线 是 一 
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条 曲线 ,其 切 矢 量 沿 自身 作 平 行 移动 (平行 移动 概念 见 后 ) ИШ, 
我 们 说 一 个 空间 是 弯曲 的 , 当 且 仅 当 最 初 平 行 的 测 地 线 不 能 一 直 保 
持平 行 , 即 欧 几 里 得 几何 的 第 五 公设 不 成 立 。 尽 管 在 流 形 空 间 中 可 
以 研究 平行 移动 ,但 如 果 不 附 加 更 多 的 结构 ,平行 移动 往往 不 能 唯一 
确定 。 只 要 给 流 形 赋 予 了 度 规 8， 才 可 唯一 地 确定 平行 移动 。 一 
个 简单 的 例子 就 是 ,如 果 д, = m (a.v =0,1,2,3), 则 得 到 闵可夫 
斯 基 平 直 空 间 ,在 这 个 空间 中 的 平行 移动 是 众所周知 的 。 下 面 我 们 
首先 在 一 般 的 流 形 M 中 建立 导数 算 子 概念 ,然后 限定 在 赋予 度 规 
s 必 的 空间 之 中 。 

流 形 M 上 的 一 个 导数 算 子 Ye( 有 时 也 称 之 为 协 变 导 数 ) ,是 从 
张 量 空间 ТОК.) füsk А ЇН) (5.L+1) 的 映射 ,满足 如 下 五 个 条 
f: 

(1) 线 性  XIVA,BeT(kE,DUL K a,b eR, 
V.(aAm Th, + bBm у) = a VATI, + b V Bm" y 

(3.2.65) 

(2)3&fgJE Zk3EW XPVAeT(k,D,BeT(k' ,l') 
AV LPS poca. 


9 Bs 
+ Am [VBa .6 J 
(3.2.66) 
(3) 与 缩 并 对 易 对 VAeT(k,!) 
У, (Аё mU, peu) = VAMU .oy (3.2.67) 


等 式 左 边 是 先 对 指标 o 缩 并 后 再 进行 V, 运算 ,等 式 右边 则 表示 先 
fE V, 运算 然后 再 对 指标 ос 缩 并 。 

(4) 作 用 在 标量 场 时 与 方向 导数 概念 一 致 XPV fe F(F 是 由 
流 形 M 映射 到 R 的 C” 函数 的 集合 ) 以 及 TevVbp 


T(f) = T*V, f (3.2. 68) 
(5) 作 用 在 标量 场 上 的 对 易 性 XE Vf e, 
V. V, = V,V, f (3.2.69) 


在 广义 相对 论 中 ,总 假定 条 件 (5) 满 足 。 但 需 注意 , VEME F 
上 具有 对 易 性 ,但 作用 在 T(k,1) 上 则 并 非 具 有 对 易 性 (一 般 情况 )， 
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这 在 以 后 会 加 以 论证 。 
对 于 任意 两 个 矢量 了 ,Xes Vp, 根据 (1)、(4) 和 (5) 可 以 导出 作 
用 在 feF 上 的 对 易 子 : 
[V,U](f) = (УО - UV) (f) = VU(/) - UV(/) 
-V(U*V, f) - U( Ve V, f) 
= VPV,(U* V, f) - Иву, (УУ, f) 
= (VPV,U* - UA VaV) V. Cf) (3.2.70) 
由 上 边 定义 的 导数 算 子 肯定 存在 。 比 如 ,普通 导数 算 子 3, (9, 
= 0/0x^ ) 就 满足 定义 中 的 所 有 条 件 。 但 由 上 述 定义 给 出 的 算 子 VA 


不 唯一 的 。 假 定 V, 和 V, 是 满足 前 面 定义 的 导数 算 子 ,可 以 证 明 


(Wald,1984) , 当 V, 和 了 ,作用 于 对 偶 矢 量 空间 У 中 的 任意 一 个 
对 偶 矢量 WW,( 也 称 协 变 矢量 ) 时 ,二 者 之 间 的 关系 由 下 式 给 出 

VQ, = V ,W, - С^, (3.2.71) 
这 里 需 注意 , C%, 不 一 定 是 张 量 ,这 在 以 后 证 明 。 但 C%, 关 于 指标 
Яй > 是 对 称 的 。 为 了 证 实 这 一 点 ,根据 定义 中 的 条 件 (4)( 即 方程 


(3.2.68)) ,可 令 W, = Vf, 这 时 Vf 也 必定 等 于 W, , EB 


W, = Vf Ñ, f (3.2.72) 


ш 


将 上 式 代入 方程 (3.2.71) 得 


VV,f- Ў У СА, (3.2.73) 
又 根据 方程 (3.2.69)( 即 定义 中 的 条 件 (5) ) ,上 式 又 可 写成 
VV = f V N, f - CVM, (3.2.74) 
将 上 4 与 v 指标 交换 ,得 
VV,f = VV,f- CW (3. 2.75) 
由 方程 (3.2.73) 和 方程 (3.2.75) 得 
СА, = CNW, (3.2.76) 
由 于 W, 是 任意 对 偶 矢 量 ,因此 
C^, = С, (3.2.77) 
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方程 (3.2.71) 给 出 了 导数 算 子 V 作用 于 对 侦 和 撩 量 空间 的 结果 ， 
同时 也 决定 了 算 子 V 和 立 作 用 在 任意 阶 张 量 空间 (包括 矢量 空间 和 


对 偶 矢 量 空间 ) 上 的 差异 。 比 如 ,考虑 Y - V 作用 于 矢量 TeV。 上 
KAER. ЗЕЛЕ 


(V, V)OV,T) =[(V - V)W,]T' + WY, - VT 


= ,WT + W,(V, - У„)Т” 


(3.2.78) 
方程 (3.2. 68 ) 告 诉 我 们 ,(V， - V,) (0,77) =0, 因 此 
WV, - VT + САТ" = 0 (3.2.79) 
上 式 又 可 写成 
W,[(V, - У„)Т” + С, TA] = 0 (3.2.80) 
由 于 W, 任意 ,因此 
УТ” = VT + C", T^ (3.2.81) 


根据 完全 类 似 的 推导 ,利用 方程 (3. 2. 71) 和 方程 (3.2.81) 可 以 


SH V - V 作用 于 张 量 空间 T(k,1) 中 的 任意 一 个 张 量 To .., 
上 的 结果 。 于 是 ,我们 可 写 出 


1 


k 


Ut — v Qi ccc а; x UO. goi, `. x 
VT g ug, = V T% ров, + У, С po T ву 


一 > С° в, T^ ^8, “В В B, (3. 2. 82) 
方程 (3. 2. 82) 有 一 个 重要 的 应 用 , 那 就 是 令 У„ 为 普通 偏 导数 
WT o 的 情形 。 当 V, 作用 于 任意 一 矢量 Te Vp 时 ,车 取 5 ,=9,， 
则 
VT = д„Т” + Г”, Т^ (3. 2. 83) 
Г”, BJ 25 89 2 3 lJ АО ER 4, RER Christoffel 符号 。 
导数 算 子 作用 于 对 偶 矢 量 空间 .矢量 空间 乃至 一 般 张 量 空 间 的 
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#& Ж ‚БШ (3.2.71) R (3.2. 81) L 3X (3. 2. 83) ,具有 重要 的 理论 
及 应 用 价值 ,以 后 会 经 常用 到 。 

给 定 了 导数 算 子 V ,我 们 可 以 定义 矢量 VV 沿 着 具有 切 和 打量 T 
的 曲线 C(C 是 流 形 M 中 的 曲线 ) 的 平行 移动 。 说 一 个 矢量 V 沿 曲 
线 C 作 平 行 移动 ,是 指 下 列 方 程 成 立 


Te V, V" = 0 (3.2.84) 
一 般 地 ,说 一 个 张 量 Ss „ИН C 作 平 行 移动 ,是 指 满足 
TAVS” 968, --:В, = 0 (3. 2.85) 


在 广义 相对 论 中 ,我 们 一 般 只 考虑 矢量 的 平行 移动 。 由 方程 
(3.2. 84) 和 方程 (3.2. 83 ) 得 


TOV + Тег” VV = 0 (3.2.86) 
由 方程 (3. 2. 29) ,以 时 间 上 为 参数 , 场 矢 量 T 可 表示 成 
dat 
т = s (3.2.87) 


因此 ,方程 (3.2.86) 可 写成 

+ Ter”, VA = 0 (3. 2. 88) 
这 个 方程 就 是 矢量 V” 沿 曲线 C 的 平行 移动 方程 。 

然而 ,前 面 已 经 指出 ,仅仅 给 定 了 流 形 结构 还 不 能 唯一 地 确定 平 

行 移动 ,因为 T”, 不 能 唯一 确定 。 为 此 ,我 们 在 流 形 M 中 引进 度 规 
KE gu。 这 里 ,eu 由 表述 不 变 原 时 ат 的 方程 (3. 1. 12) 确 定 , 其 中 
x" 是 任意 坐标 。 由 于 矢量 Vr 和 Ur 的 直 积 是 张 量 WU, AE, gu 
V U" 是 无 指标 张 量 , 因 而 是 一 标量 ;这 个 量 沿 曲线 C 的 平行 移动 应 
该 保持 不 变 。 为 此 ,我 们 要 求 

T^ V, (g,, VU") = 0 (3.2. 89) 
其 中 V О 满足 平行 移动 方程 (3. 2. 84)。 由 莱 布 尼 兹 法 则 ,注意 
到 方程 (3. 2. 84) ,方程 (3.2.89) 可 写成 


TA VEU” V g, , = 0 (3.2.90) 
Н ТА, V,U 是 任意 的 ,方程 (3.2.90) 成 立 的 充分 必要 条 件 是 
Уг, = 0 (3.2.91) 


算 子 V, 附加 上 条 件 (3.2.91) 之 后 就 被 唯一 确定 了 。 为 了 证 实 这 一 
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点 ,假定 了、 是 任意 算 子 ,我 们 要 证 明 , 给 定 了 7 , 则 C, E 
定 , 从 而 确定 了 算 子 V,。 由 方程 (3. 2. 82) 和 方程 (3. 2. 91) ,有 


0 = Vigur = У gy T C" „вше 7 C^, 6 сь (3. 2. 92) 


< 
Сл» = gr C^. Crau = BovC an (3. 2.93) 
则 
Сл» t Cog = V Vu (3.2.94) 
轮换 上 述 方 程 中 各 量 的 指标 ,同样 有 
Cava + Сл = У „рл (3.2.95) 
Cypa 十 Сл» = У agna (3. 2. 96) 


注意 到 g ERK, Coa XFER vA 对 称 (只 要 考察 一 
下 方程 (3.2.93 ) 即 知 ) ,因此 ,由 方程 (3. 2.94) ~ (3. 2.96) (8 
(Сл, + С) + (Сл, + Cav) 一 CC, * Cus) 


= Ӯ в, + V gap = V gay (3.2.97) 
Bp 


2С л» = Vg, * Ӯ Ern 一 V gir (3.2.98) 
根据 方程 (3. 2. 93 ) ,上 式 又 可 写成 


yo Сл, = 3-09 44, + Vg 一 У agav) (3.2. 99) 
在 上 式 两 边 同时 作用 g” ,得 


1 ~ ~ ~ 
8? „С°, = 3€" (V лён» 十 V ,gn 一 У Елу) (3. 2. 100) 


故 有 


uov + V Ec, = V ogar) (3. 2. 101) 


Hv 


С^ 二 了 en 人 


上 式 表明 ,给 定 了 度 规 e MAF V, 之 后 ，C",, 便 唯一 确定 了 , 因 
而 也 就 唯一 地 确定 了 Vi. 
给 定 了 度 规 g,, 之 后 ,由 上 述 方 式 确定 的 算 子 V, 称 为 自然 算 
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子 。 本 书 以 后 的 部 分 ,只 要 引进 度 规 g,,, 均 假定 V, 是 自然 算 子 。 


有 一 种 特殊 的 自然 算 子 , 那 就 是 当 Ў, 取 普 通 偏 导数 ә, 时 的 算 子 ， 
称 之 为 协 变 导数 算 子 , 记 作 Dio 这 时 ,对 应 的 Cy 就 是 Christoffel 符 
号 T,( 也 即 仿 射 联络 )。 于 是 , MT IRRE 


1 
Tj, = 6А (9,8,6 + Orpo ~ 9.8) 


Е p Ere 26) (3.2. 102) 


ox" ox" ox? 


采用 协 变 导 数 算 子 ,方程 (3.2. 82) 可 写成 





k 
q^ — Ls ТЫШЫ) а; 170; 400 0,4 777€ 
D,T "Bi = 7 д„Т i "B В 十 之 工 poT ' ' ' "B "UB, 


i 
一 之 T^, Та ITE (3. 2. 103) 


1 


3.2.7 仿 射 联络 的 变换 


下 面 要 证 明 , T*%, 看 起 来 像 张 量 ,但 实际 上 并 不 是 ,也 即 了, 不 
满足 张 量变 换 律 。 由 于 TT 入 ,是 C6 和 ,的 特例 ,因此 也 就 证 实 了 C^, 
一 定 是 张 量 的 结论 (参见 方程 (3. 2. 101) 及 其 特例 , 即 方程 (3. 2. 
102) ) 。 为 了 证 明 这 一 点 ,由 方程 (3. 2. 102) ,注意 到 g^ ЯП e, 2 SK 
量 , 从 坐标 x 变换 到 x* 之 后 ,有 
r^ dant (e 98 uo E 


T — 
m 
ox" óx'" óx'7 




















1 àx'^ ox'7 g[ 9 дхё Ox" 
ELI NEN 
2 gx* gxP дх'”\ gx!" gx'7 6 




















+ ? (25 ox" J- 2 (25 ox" )] 
Ox ax P ax rE) aem l Grr Әх!” (" 


-P^, 十 Q^,, * R^, (3. 2. 104) 





дх'^ óx'7 eÍ 9х Әх? óxí 925" 


дх'^дх'” OX’ — Ox'" "OL 
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, 1 9x^ Ox'7 ap OXE Ox" Әх? дв 


2 gx* aP Š Ox'" Ox'? Ox ƏxP 





, 1 9х 8", g^? 9хё Ox? 98; 
2 xe P дх'” gx'^ дх? 


II 





,1 9x7 дхё OxP an Etn 
2 дх® дх'” ox'^ Ox? 








(3. 2. 105a) 








Q^, _ 1 дх'^ дев" PaE ax” + ox! ox” e 
HY 02 gre gxb дх'”дх'Ё дх' дк! ox rox =] m 
1 óx'^ óx'7 up Ox! Ox" Gx? дё 


2 øx” axP ðx'H gx'7 öx” дх? 





1 óx'^ gx* gxp ap 98 in 








3.2.1 
2 дх® óx'^ дх'” дж? ( 05b) 
Rà = _ 1 8x ox'7 i 9252 дхт + ox! 925" 

AV 2 дх© OxB üx'7 дх'# gx” ox PLA 


1 дх'^ óx'7 op Ox Ox" Ox? 98,1 
дх® х8 Óx'^ дх'” gx'" дх? 





+L 0x Әхё Әх" „дё 
2 Əx“ дх'# дх'” ƏxP 
将 方程 (3. 2. 105) 代 人 方程 (3. 2. 104) ,得 
pà, = 1 дх^ 9%” сов д?х* Ox? „#* д?хЛ . Pub әх" 
" 2 jx* xP Ox'^Ox" 9х7 öx” Gx'"ou'? Әх дхн gw 各 





(3. 2. 105c) 











+ 95 925" _ д?х* axa óx! 925" 
дх'Р Ox'"Ox'7 — дх'®дх'Р Gx'" gr gx'C gx" ]eo 
L дх'^ дхё Әх? „дё, 1 Ox'^ öx Әх? an 98:1 


+ 
2 дх©® Ox'" дх'и Ox? 2 8x" óx'^ gx'" Ox? 











1 óx'^ дх# ox” op Etn 








дх'^ дх'° ов o xŠ дя" „ + дх'^ дҳё OxP 1 an 98,1 
Ox™ ƏxË Ox'" Qx'" дх' m дх® дх'” gx'^ 2 | ox? 


+ Bon _ "eat | 
дх* ox? 
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ox Sh gg p 2x7 дх* Ox? La 
axt Əx kx "^ 21 aye ox” дхи PP 
тА { p 'А 2 „а 
Oxo Av дл? Te + 9x (3. 2. 106) 
Ox Ox'" дх'^ óx* дх'#дх'” 
从 上 式 可 以 看 出 ,FT "的 变换 比 张 量变 换 律 多 出 了 一 项 
A 2 a 
Ox ^ Ox (3.2. 107) 


Ox® дх'Рдх'” 
因此 , T 和 ,不 是 张 量 。 同 时 ,方程 (3. 2. 106) 给 出 了 仿 射 联络 ,的 
变换 律 。 如 果 注 意 到 


дх'^ óx? À 



































- 8^, (3.2. 108) 
дх® дх'” 
对 x* 微分 上 式 
óx'^ gxt _ óx* Ox? д?х'^ (3.2. 109) 
Ox? Ox'"gx'" дх'” Qx'^ дх?дх“ UT 
则 变换 律 (3.2. 106) 又 可 写成 
A _ дх'^ дх* Әх? „ Ox* Әх? ^x^ 
De Ox? Ox Ox'^ P әх'” Әх’ Әх? x? (3.2. 110) 
EH g,, 满 足 方程 (3. 1.12) 
dr? =- g dX" dx" (A) 
而 дт? 是 不 变量 。 在 局 部 惯性 系 中 
dr? = ~ 5, d£^d£" (B) 
ik £^ Rb x" 的 函数 , 则 由 (A) 和 (B) 可 导出 方程 (3. 1.13) 
_ дё" ag? 
Eur 一 "lag ax" ox" (3.2. 111) 
又 (参见 方程 (3. 1. 28)) 
v = пев PE д” 3.2.112 
g“ at or (3. 2. ) 
将 以 上 二 式 代 入 方程 (3. 2. 102) ,得 
a l ов дх^ óx7 д [O£? дё* 
uu L oo эе” a] 
.9 ү 96? o£ _ .9 [£P д&° 
* he A ox" ==] ps ssl ðx” s) | 
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=l ев I gy EP ge 
2 дё oÊ Рё Эхё gx" xT 

Labeo È BE ga өх) PE 
ре В 0£? Ox" gx” Р 92% ox" Əx” 

















_ дх\ gig 
дё&° дх^дх” 
上 述 表 达 式 正好 与 方程 (3. 1.9) 一 致 。 可 见 , 仿 射 联 络 有 两 种 
表述 形式 ,其 一 是 方程 (3. 1.9) ,其 二 是 方程 (3. 2. 102) ,二 者 是 等 价 
的 。 二 者 之 所 以 等 价 ,是 因为 它们 由 度 规 g,, 联 络 了 起 来 。 方 程 (3. 
1.9) 是 根据 等 效 原理 得 到 的 ,其 中 没有 用 到 空间 流 形 .导数 算 子 OE 
行 移动 等 概念 。 而 方程 (3. 2. 102) 是 在 流 形 空间 中 赋予 了 度 规 g,， 
之 后 ,应 用 纯 几 何方 法 得 到 的 ,其 中 没有 涉及 引力 概念 。 由 此 可 见 ， 
引力 效应 与 空间 弯曲 具有 惊人 的 相似 之 处 ,以 致 不 少 物理 学 家 ( 包 
括 数学 家 ) 认为 引力 理论 实际 上 是 弯曲 空间 中 的 几何 理论 ,或 者 说 ， 
是 赋予 了 度 规 的 流 形 上 的 几何 理论 。 








(3.2.113) 


3.2.8 曲率 与 黎 曼 张 量 


前 面 我 们 曾经 建立 了 导数 算 子 以 及 平行 移动 的 概念 。 在 平 直 空 
间 ( 度 规 的 对 角 元 为 1 或 -1, 其 他 非 对 角 元 为 零 ) 中 ,平行 移动 与 路 
径 无 关 。 但 在 非 平 直 空间 中 ,平行 移动 依赖 于 路 径 。 反 过 来 ,我 们 可 
以 利用 平行 移动 的 这 种 “依赖 性 ”定义 流 形 空间 的 内 豪 曲 率 。 当 曲 
率 为 零 时 ,平行 移动 与 路 径 无 关 。 当 曲率 不 为 零 时 ,平行 移动 与 路 径 
有 关 。 

设 V, 是 导数 算 子 , W, EBRE, M YV, - УУ) ИТ 
一 个 从 对 偶 矢量 空间 ҮР 到 (0,3) 型 张 量 空间 T(0,3) 的 一 个 映射 
( Wald ,1984) 

(V.N, - VV)W, = Rpa W, (3.2. 114) 

其 中 Ral 称 为 黎 曼 曲率 (这 里 我 们 并 不 事先 假定 Ru 是 张 量 , 因 
为 由 算 子 V, 定义 的 量 未 必 就 是 张 量 ,在 上 一 节 曾 经 有 过 例子 , 比 
An, ^ m DERE: D, 定义 ,但 并 不 是 张 量 ) 。 

V,V,- V,V, 是 V, 和 V, 的 对 易 子 ,一 般 记 为 [ У, У), EA 
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[V,, V,]W, = Ry Wo (3.2.115) 
上 述 方程 表明 , V。 和 V, 的 对 易 子 作用 于 对 偶 矢 量 之 后 (一 般 地 ) 不 
为 零 ,这 个 性 质 由 黎 曼 曲率 R ”刻画 。 这 里 需 注意 ,根据 导数 算 子 
的 定义 (见方 程 (3. 2. 65) ~ (3.2. 69) ) ,对 易 子 | V,, V,]TERIT 2G 
AAA fe F(F 是 从 流 形 M 到 实数 域 R 的 C^ 函数 的 集合 ) 时 为 零 。 
方程 (3.2. 115 ) 是 基本 方程 ,由 此 可 导出 对 易 子 [ V,, V,] 对 一 
般 张 量 的 作用 结果 。 对 矢量 Ts V, 的 作用 结果 如 下 (注意 Te W, 是 
标量 函数 ) 
0 =[V,, V,] (ТУ) 
= V, (WNT + ТӘҮ.) - V,( WV,T® + ТУЮ) 
=W,(V,V,Te - VN,T*) + TOVN, W, - VN, Wa) 
=W,[V,, V,]T* + Te[V,, V,]W, 
=W,[V,, V,]T* + TeR,, PW, 
=W,[|[V,, V,]T* + R, , B T| (3.2.116) 
因此 有 
{У„,У„]Т° =- АТА (3.2. 117) 
一 般 地 ,对 于 任意 张 量 T9 70 .8 ,我 们 有 


[Vao V] T^ а р, - > Кс Th fammi т=н 


+ È Көз, T^ Bi 
(3.2.118) 
黎 曼 曲率 具有 如 下 一 些 性 质 : 
(a) 
Rava” 一 一 Кл“ 

这 一 性 质 可 从 黎 曼 曲率 的 定义 式 (3.2.115) 直接 得 出 。 

(b) 引入 度 规 g, 之 后 ,对 于 自然 算 子 V, ,根据 方程 (3. 2. 91), 
有 V E.g =0, 因 此 


(3.2.119) 


(3.2. 120) 
其 中 


115 





116 相对 论 与 相对 论 重力 测量 
mas 


К ов = Rava бов (3. 2. 121) 
为 了 证 明 方 程 (3. 2. 120) ,只 需 利用 方程 (3. 2. 118) 以 及 条 件 
V,gap =0: 
0 = [V,; V,l&sg = Куа бов + К в са = Кав + R, ,pa 
(3. 2. 122) 
(с) 
Күн,” = 0 (3.2. 123) 
其 中 [pva] 是 指 完全 反对 称 表示 , 故 Rura) 实际 上 可 表示 成 
1 
Кла)? = (Бла? + Куш? + R, -Ryga - КР 7 Ru) 


(3.2. 124) 
fI FH TER Ca) , 即 方程 (3. 2.119) ,得 


Rira? = HC +R. B +R.) (3.2.125) 
为 了 证 明 方 程 (3. 2. 123 ) ,由 方程 (3.2.114) 对 指标 uv 和 A 作 完 全 反对 
称 运算 ,得 

VON, Vy 一 УУ, | = Riava] Wa (3.2. 126) 
根据 算 子 V, 所 满足 的 方程 (3. 2. 71) 


VW = V,W, - C7, W, (3. 2. 127) 
4 V, = à, | Dui 

VW, = д, - T*,,W, (3.2. 128) 
于 是 


1 . 
УМ», | = (Viv WA + VVAW, + VV, W, 
- УУ - VV, W, - V,V,W,) 
(3.2. 129) 
或 
6V,V,W,; = V,(4,W, -Ta W.) + V,(0, W, - T^,W,) 
+ VCW, - T4, W,) - V,(2,W, - TA W.) 
一 Va (9, W, U re. W.) 7 У,(9, W, T r5,,W.) 
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(3.2.130) 
EEA Го, T RIS и ЯП > 对 称 ,因此 
6V,, V,W,; -à,(V,W, - VAW,) +a, (V,W, - V,W,) 


+a, (V, W, - V,W,) (3.2.131) 
X 
V,W, - VW, =ó,W, - T^,W, - (д, - T*,,W,) 
-aà,W, - aW, (3.2. 132) 
因此 
6бУ„У,„Ў,у =д„(д„Ў, - 9,W,) + д,(д„Ў,„ - 9,W,) 
+ д„(д9,%„ - 0,W,) = 0 (3.2. 133) 
[E] 38 8] uE 
Vip Vp Wa = 0 (3. 2. 134) 


将 方程 (3. 2. 133) 和 (3. 2. 134) 代 人 方程 (3. 2. 126) , 便 得 到 方程 
(3.2.123) 。 又 由 方程 (3.2. 125) ,我 们 得 到 如 下 关系 式 
R.B + Rpg RSS =0 (3.2.135) 
(d)Bianchi 恒等式 
УК," = 0 (3.2. 136) 
为 证 明 Bianchi 恒等式 (3. 2. 136) ,我 们 注意 到 VW (0,2) 
型 张 量 ,因为 根据 算 子 V, 的 定义 , 它 是 从 张 量 空间 T( k ,1) Ж ЗК Et == 
间 U(k,L- 1 的 映射 。 于 是 ,将 对 易 子 [ Y,，V,] 作 用 于 张 量 V. Wg, 
根据 方程 (3. 2. 118 ) 得 
[V,, V,] V,W, = Royat Ve We + R,,57 V W, 
(3.2. 137) 
同时 ,我 们 有 (根据 方程 (3. 2. 115)) 
VLV,, V,]W, = VR,og Ws) = WN Rpa? + R, W, 
(3. 2. 138) 
由 方程 (3.2. 137) 和 方程 (3.2. 138) 分 别 得 到 (对 下 标 w,z,a 取 完 全 
反对 称 运算 ) 
Уш, V, V4]Wg = Rp, 447 V, Wa + Калв Va] Wo 
(3.2.139) 


117 


118 相对 论 与 相对 论 重力 测量 
-- 





Vi | Vos Vayl Wg = У, Riu? + К,а Va] Wo 
(3.2. 140) 
其 中 包含 在 两 紧 线 11 之 间 的 指标 不 参加 反对 称 运算 ,反对 称 运算 只 
对 指标 ww,z,a 进行 。 不 难 验 证 (只 要 将 其 展开 ) 
[Vius V,]JV = УЙУ», Уш] (3.2.141) 


因此 ,我 们 有 
Куло) V Wa + Renal VW, = W;Vi R, aa + Rog? V.) W, 
(3.2. 142) 
根据 反对 称 运 算 的 定义 ,下 述 关 系 是 恒等式 
Кш!” Va) = Rug? V, (3.2. 143) 


上 式 可 通过 展开 直接 验证 。 又 根据 黎 曼 曲率 的 性 质 (c)( 即 方程 (3. 
2.123)), Кү)” =0。 因 此 ,方程 (3. 2. 142) 变 为 
多 Vi Rug" = 0 (3.2. 144) 
由 于 W 任意 ,因此 ,方程 (3. 2.136) 成 立 。 
由 于 性 质 (a) 和 (b) ,对 黎 曼 曲率 的 前 两 个 指标 或 后 两 个 指标 缩 
并 均 给 出 零 曲 率 。 对 第 一 和 第 三 指标 缩 并 ,或 对 第 二 和 第 四 指标 缩 
并 , 则 给 出 一 新 的 曲率 , 称 为 Ricci 曲率 
К = Кш” (3.2. 145) 
这 里 需 注 意 由 黎 曼 曲率 获得 Ricci 曲率 时 指标 缩 并 的 位 置 (两 个 缩 
并 指标 是 相间 的 ) Ricci 曲率 是 对 称 的 ,此 因 


Кав = Коры» (3.2. 146) 
由 此 
Ro = 87^ К p | ezy 一 Rava” 
R ou =87PR gay ozv = Ка ау 
Кр. =R, (3. 2. 147) 


为 证 明 方程 (3. 2. 146) ,只 要 应 用 性 质 (a) (Ь) RI Ce) В, 
再 一 次 缩 并 Ricei 曲率 R,, , 则 得 到 标量 曲率 
R = g%R., va = К (3.2. 148) 
缩 并 Bianchi 恒等式 (3.2. 136) ,得 
Vi R, ag = 0 (3.2. 149) 
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V.R, g + V.R g + V.R, ~ УК — У.К, - V.R; = 0 


(3.2. 150) 
其 中 用 到 了 VR, Gr - VIR = - VoR,s。 对 方程 (3.2.150) 提 
升 指标 B, 然 后 与 v 缩 并 , 则 有 


V.R, + VR- V.R = 0 (3.2.151) 
即 
VR - — VR = (3.2.152) 
或 写成 
VC = 0 (3.2.153) 
其 中 
G"^ = Rom - =R (3.2.154) 


称 为 爱 因 斯 坦 曲率 张 量 。 需 要 强调 指出 的 是 ,只 要 一 引进 度 规 张 量 
Eu AT V。 就 是 自然 算 子 , 即 满足 条 件 Vegur =0。 


对 自然 算 子 V, A т V, = 9 人 == 9/àx ) , 则 Christoffel 符号 T^ 


и>» 
由 方程 (3.2. 102) 给 出 。 相 应 地 ,由 方程 (3. 2. 115) 确定 的 黎 曼 曲率 
称 为 黎 曼 Christoffel 曲率 , SY, 5E && Christoffel 曲率 张 量 ,简称 黎 曼 张 
量 ,其 张 量 性 在 后 面 证 明 。 

REKE Raf 与 Christoffel 符号 Ta 之 间 的 关系 可 根据 方程 


(3.2.115) 和 方程 (3. 2. 82) (其 中 令 V, =0,,С,,^ -D,,^) 8 8l 


A? "uv 
R, É We =[V,, V]W, = V,(V,W,) - V, (V, Wa) 


uva 


= 9 (V, Wa) - T^, V, VW, - Г, 9,1, - [0,(V, W,) 


Pot a а r g 
A # 


-T*,V,W, - T°,V,W,] 


va'u o 


-9,(9,W, -ITI7,W.) - Г",,(9,#, -T^ Wa) 


ра a 


– ð, (3p W. - Га) + Г", (9,10, 7 ГА, W.) 


к=” go 


= a LF. W. - l'^,,0 W, - Г®а9 V. * T^, F^, Wa 


кед шер 


+ oT W. + Год V. * r?,,9,W,, T r?, T^,,8 V, 


пау a^ цои 
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ər aT ?, 
_ pa va c À = А 
:( Ox" 一 ox" |, + (ТГ vo V val 4o) W, 
or? ar? 
= ка va с [8 -T° p8 |W 3. 2. 155 
(z — ETAT, T^, I^, в ( ) 
最 后 有 
or? ar? 
_ иа ra c 
He ox дли + Phal ra = Г®„Г 


(3.2. 156) 
方程 (3. 2. 156) 具有 重要 意义 。 我 们 曾经 在 3.1.3 节 指出 ， 
T*%, 具 有 引力 特性 (但 并 不 代表 引力 的 本 质 属性 , 见 后 ,同时 参见 第 
4 章 ;Shen,1996)。 一 般 地 , 当 引 力 场 不 存在 时 , ,为 零 ; 存 在 引力 
场 时 ,T^, 不 为 零 。 于 是 , 黎 曼 张 量 Road 与 引力 场 联系 了 起 来 。 
当 不 存在 引力 场 时 ，RuveA =0; 当 存在 引力 场 时 ，&Rvap 不 为 
零 ,即使 在 一 个 局 部 惯性 系 中 , 它 也 不 为 零 。 如 若 不 然 ,在 局 部 惯性 
ж ë 中 
Rava” =0 (3.2. 157) 
则 由 于 上 式 是 张 量 方程 ,因而 在 任意 坐标 系 x* 中 上 式 都 成 立 ,但 这 
就 意味 着 不 存在 引力 场 , 或 者 是 平 直 空间 。 这 是 矛盾 的 。 这 也 是 张 
量 的 极 重要 的 性 质 。F^, 不 是 张 量 ,因而 它 可 以 为 零 ,比如 在 局 部 惯 
性 系 中 就 为 零 , 因 为 在 局 部 惯性 系 中 不 存在 引力 场 。 在 局 部 惯性 系 
中 R,,,P 0 说明, 黎 曼 张 量 刻画 了 空间 的 内 裹 性 质 。 虽 然 局 部 惯性 
系 好 像 屏 项 了 引力 场 ,但 空间 结构 没有 变化 。 引 力 场 决定 了 弯曲 空 
间 。 
下 面 要 证 明 前 面 提 到 的 黎 曼 曲率 ( 即 黎 曼 -Christoffeij 曲 率 ) Rura” 
的 确 是 一 张 量 。 假 定 坐 标 系 由 x^ 变 为 x**, 我 们 要 考察 R Р 是 否 
满足 张 量变 换 律 。 根 据 3. 2.7 节 的 讨论 ,在 光一 x^ 变换 之 下 , 仿 射 
联络 的 变换 规律 由 方程 (3. 2. 106) 给 出 
rA = дх'^ OX” Ox? na p 9"! gx“ 
к” дх® axt gx'" FB дка әх'РӘх'” 


根据 方程 (3. 2. 156) ,得 














(3. 2. 158) 
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(3.2. 159) 
将 方程 (3.2. 158 ) 代 入 上 式 , 经 过 较 烦 琐 的 运算 得 到 
ƏxŠ Ox" Ox" (Te ar^,, 


= — — IK € À _ E À 
дх'# Өх!” дх'® ƏxÀ ox" Ox +r m ne 工 пк а) 





R' uu? 


uva 





. дх* дх? Әх" дх'В a 
T Ox'^ ox'" дх'® grè 8" 
Г, R., P BRÆKKE, AE, Rira! 称 为 黎 曼 张 量 或 黎 曼 -Christ- 
offel 曲率 张 量 。 
方程 (3. 2. 156) 和 方程 (3. 2. 158) 同时 给 出 了 计算 RUP 的 方 
法 ,只 要 度 规 g ,是 事先 给 定 的 。 当 然 ,如 果 有 办 法 通过 测量 手段 得 
到 T",, 则 可 直接 由 方程 (3. 2. 156) 计算 出 RP, 





(3.2.160) 


3.2.9 测 地 线 与 测 地 线 偏 离 方程 


在 一 般 流 形 空间 M 中, 测 地 线 是 “ 尽 可 能 直 ” 的 曲线 。 如 果 给 流 
Ж M 赋予 闵可夫 斯 基 度 规 ( 从 而 成 为 闵可夫 斯 基 空 间 ) ,那么 , 测 地 
线 就 是 直线 。 从 物理 学 观点 来 看 ,在 空间 MM 中 自由 运动 粒子 的 轨迹 
就 是 测 地 线 。 在 无 引力 空间 ,空间 是 平 直 的 ,自由 运动 粒子 的 轨迹 
( 即 测 地 线 ) 是 一 空 时 直线 





42 a 
= =o 
在 存在 引力 场 的 空间 ,按照 等 效 原理 ,存在 局 部 惯性 系 E ,在 这 个 坐 
标 系 中 ,粒子 的 运动 方程 仍然 由 方程 (3. 2. 161) 给 出 。 但 在 一 般 坐 
标 系 x°“ 中 ,自由 粒子 的 运动 轨迹 为 
dst ра dz” da" 
ат? E" dr dr 
其 推导 过 程 已 在 3.1.3 节 给 出 。 由 方程 (3. 2. 162) 决 定 的 轨迹 就 是 
测 地 线 。 因 此 ,一 个 自由 粒子 总 是 沿 测 地 线 运动 。 
从 微分 几何 流 形 的 观点 来 看 , 测 地 线 是 这 样 一 条 曲线 ,该 曲线 上 
的 切 矢 量 总 是 在 做 平行 移动 。 简 单 地 说 , 测 地 线 上 的 切 矢 量 沿 测 地 


(3.2.161) 








= 0 (3.2.162) 
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线 自身 做 平行 移动 。 根 据 平 行 移动 的 定义 ( 见 3.2.6 节 ), 对 于 任意 
一 个 矢量 V*, 它 沿 一 般 曲 线 C 的 平行 移动 方程 为 ( 即 方程 (3. 2. 
84)) 
теу V^ = 0 (3. 2.163) 
其 中 Т” 是 曲线 C 上 的 切 矢 量 。 对 于 测 地 线 C 来 说 ,上 述 方程 也 
成 立 。 
将 V^ 用 测 地 线 上 的 切 矢量 T^ 来 替换 , 则 有 














тиу T" = 0 (3. 2. 164) 
取 V, 为 协 变 导 数 算 子 D, AE TER z, AEM V, = au) 
DTe = 9,T* + T*,,T" (3. 2. 165) 
于 是 , 测 地 线 (3.2.164) 可 写成 
Te3,T* + Г°,,Т°Т” = 0 (3. 2. 166) 
н РУЖЕ T 可 表示 成 (见方 程 (3. 2. 29)) 
ти - х (3.2. 167) 
d ‚2. 
于 是 
dx“ 9 (ах° а dx“ dx” _ 
^ir zl 27) + Г, uda? (3. 2. 168) 
ВП 
d?x* а dxf dx" — 
uot lw = 0 (3. 2. 169) 


其 中 ,上 是 测 地 线 ( 曲 线 ) 参 数 ,也 可 以 换 成 原 时 ть 

基于 以 上 所 述 , 按 几 何 流 形 观点 得 到 的 测 地 线 方程 (3. 2. 169) 
与 按 等 效 原理 得 到 的 测 地 线 方程 (3. 2. 162) 是 一 致 的 。 但 必须 强调 
指出 , 按 流 形 观 点 , 测 地 线 概念 具有 更 广泛 的 内 容 。 因 为 测 地 线 的 普 
遍 方程 是 (3. 2. 164) ,导数 算 子 V, 不 必 取 为 协 变 导 数 算 子 D,。 只 
AH VEA D, 时 , 按 流 形 观点 得 到 的 测 地 线 才 与 按 物 理学 观点 得 
到 的 测 地 线 一 致 。 举 一 个 简单 的 例子 便 能 说 明 问 题 。 在 物质 实体 区 
域 中 , 按 物 理学 观点 定义 的 测 地 线 概念 就 失效 了 。 但 按 流 形 观 点 , 测 
地 线 概念 仍然 有 效 , 因 为 物质 实体 区 域 也 可 以 被 看 做 是 一 种 流 形 


(空间 ) 。 
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在 一 般 流 形 空 间 中 ,两 条 最 初 平行 的 测 地 线 会 逐渐 分 离 或 接近 。 
确切 地 说 , 欧 几 里 得 第 五 公设 不 再 保持 有 效 。 

假定 用 C, Cr) жна, : 是 任意 实 参数 ,参数 ， 则 反映 了 
“RIR” o IFEK se 有 R,C,(i) 是 一 条 确定 的 测 地 线 ; 当 * 变化 
时 , 测 地 线 C, 随 :变化 (参见 图 3.2. 5)。 因 此 ,对 于 曲线 簇 C (1), 
除了 可 以 建立 沿 + 方向 的 切 矢 量 T^ 的 概念 之 外 ,还 可 以 建立 沿 s 77 
向 的 分 离 矢量 的 概念 。 这 里 需要 指出 , 切 矢量 是 对 指定 的 一 条 曲线 
( 测 地 线 ) 而 言 的 ,而 分 离 矢量 则 是 曲线 ( 测 地 线 ) 与 曲线 之 间 的 ( 横 
向 ) 矢 量 ,这 时 , :是 固定 的 (参见 图 3.2.5)。 切 矢量 T^ 以 :为 变量 
参数 ,可 表示 成 


Te = ƏxË(t,s) 
дї 


坐标 a^ (1,5) TÉ —7028 8 (1,5) BU PR EC E 3. 2. 3 节 我 们 曾 给 出 了 曲 
线 C 上 的 切 矢量 


(3. 2. 170) 


dx? 
T^ = "dr 
因为 在 那里 ,曲线 坐标 x" (0) JR ФК» Ж ТЕШ FREER x^ (г, 
5) 是 两 参数 的 ,因此 切 矢量 表 达 式 采用 式 (3.2.170)。 类 似 地 ,用 X 
表示 分 离 矢 量 ( 参 见 图 3.2. 5) , 则 有 
ox (t,s) 

д5 
两 个 相 邻 测 地 线 在 沿 切 矢量 Т” 方向 行进 时 的 分 离 速 度 可 表示 成 
( Wald,1984) 


(3.2.171) 


X? (3. 2. 172) 


и“ = TeV Xh (3.2. 173) 
一 般 地 ,可 将 ww 视 为 两 条 相 邻 测 地 线 的 相对 分 离 速 度 。 类 似 地 ， 
a^ = TV ut = TV, ( TeV XH) (3. 2. 174) 


可 解释 成 相 邻 测 地 线 的 相对 分 离 加 速度 。 下 面 我 们 建立 а“ уе 
ВЖК Аа? 之 间 的 关系 ,假定 V, 为 协 变 导 数 算 子 。 
由 于 T 是 测 地 线 上 的 切 矢量 ,因而 必定 满足 测 地 线 平行 移动 方 
程 , 即 
TV T^ = 0 (3.2.175) 


123 
— -— 


124 相对 论 与 相对 论 重 力 测量 


BE 





3.25 C, 和 C, 是 两 条 测 地 线 ,7T* 和 7 分 别 是 C, 和 C, 上 的 切 矢 量 ,X* 
是 С, 5 C, 之 间 的 分 离 矢 量 ;对 于 统一 的 时 间 参 数 1, 测 地 线 之 
间 的 差异 由 参数 ;决定 


同时 ,我 们 可 建立 如 下 的 关系 
тиу X* = ХНУ Т° (3.2.176) 


因为 
axt ӘХ ox" 
wy а -Th a а А = a À 
THV X= = Т9, Хе + Ге ХА) = EL pex 





--9[дх°\, pa дл axt д дхе) ra Ox* Ox" 
=al ar) Dha 3 as T 54 x) + Гәм ðt Әз 
Ox" д а a a 
Ue ga ) + Xe, X^ = ХНУ, X (3. 2. 177) 
在 上 面 的 推演 中 用 到 了 协 变 导 数 算 子 的 定义 ( 见 3.2.6 节 ) 以 
及 方程 (3. 2. 170) 和 方程 (3. 2. 172) 。 有 了 方程 (3. 2. 175) 和 方程 
(3.2. 176) , 便 可 由 方程 (3. 2. 174) 推出 


a^ = T^Viu^ = TAV (ТУХ) 





= TAV (X*V, Т”) 

= TV XV T” + TA X° V V Т” 

= X^V, TeV T^. + T^ X*V У, T^ + T^ X*[V, , V. ] T* 
= X^ V TeV T“ + X^ TS V, V T” + T^ Xe[V, , V, ] T^ 
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= ХАУ (TV TE) + Т^Х°[У,, V IT 


= ТАХ°[У,, Va ] T (3.2.178) 
再 将 方程 (3.2. 117) 代 人 上 式 ,得 
a^ = – Т^Х°К, TT = - R ug “TAXT? (3. 2.179) 


这 个 方程 就 是 测 地 线 偏 离 方程 。 当 Ria” SO Rt, a^ =0;3 К, #4 
0 时 , a* 头 0。 因此 ,在 弯曲 空间 中 ,最 初 平行 的 两 条 测 地 线 将 逐渐 远 
离 或 接近 (参见 图 3.2.5)。 联 系 到 引力 场 空 间 , 存 在 引力 时 ,两 个 最 
初 平行 运动 的 自由 粒子 将 逐渐 相互 远离 或 接近 。 根 据 这 一 条 性 质 ， 
在 一 般 引 力 场 中 ,真正 的 惯性 系 不 可 能 存在 ,除非 把 参考 系 限定 在 一 
点 。 但 在 一 点 ,参考 系 没有 意义 。 正 是 由 于 这 一 性 质 ,我 们 有 可 能 在 
自由 降落 的 局 部 参考 系 中 探测 到 引力 效应 ,实现 引力 与 惯性 力 的 分 
离 (Shen,1996)。Synge(1960)、Moritz(1967 ,1985) 以 及 Shen( 1996) 
等 曾经 讨论 过 这 一 问题 。 

在 3.2.8 节 末 尾 我 们 指出 ,给 定 了 度 规 g,, ,可 以 确定 歼 曼 张 量 
Rsoa8。 但 只 有 在 某 些 特 殊 的 情形 (比如 考虑 均 质 圆 球 产生 的 引力 
场 ), g,, 才 可 以 直接 给 出 。 一 般 情况 下 , g,, 很 难 求 定 。 方程 (3. 2. 
179) 则 给 出 了 一 种 通过 实际 测量 确定 К,” 的 方法 , 详 见 有 关 文 献 
(Shen ,1996 ) 以 及 本 书 第 4 章 。 

考察 两 个 相 邻 的 自由 降落 的 粒子 。 选 定 一 个 坐标 系 x* 之 后 ,只 
要 测定 了 任意 一 个 粒子 沿 测 地 线 的 切 矢 T (T = ox /Ət 实际 上 是 四 
维 速 度 矢量 ,其 中 T? =1,Ti =) ,测定 了 两 个 粒子 之 间 的 分 离 矢 量 
X^ ( X^ = BxL/9s) 以 及 两 粒子 之 间 的 相对 加 速度 a^ ,就 可 根据 测 地 线 
偏离 方程 确定 出 黎 曼 曲率 张 量 。 


3.3 引力 效应 


在 无 引力 区 域 , 流 形 空间 是 闵可夫 斯 基 四 维 空 时 ,赋予 了 闵可夫 
斯 基 度 规 mw, 这 时 ,狭义 相对 论 有 效 。 在 3. 1.3 节 , 我 们 曾经 应 用 
等 效 原理 建立 了 自由 运动 粒子 的 运动 方程 。 基 本 思想 是 先 写 下 在 局 
部 惯性 系 ё° 中 满足 的 方程 形式 ,然后 通过 洛 伦 兹 变换 转换 到 一 般 参 
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Ж x" 之 中 。 下 面 我 们 要 考察 更 广义 的 变换 ,这 种 变换 不 必 是 洛 伦 
兹 变换 ,其 至 可 以 是 非 线性 的 ,只 要 雅 可 比 行列 式 | өх” /дх'” | 不 为 堆 
即 可 。 


3.3.1 对 应 原理 


按照 爱 因 斯 坦 (1916) 的 观点 ,任何 物理 学 规律 所 满足 的 方程 应 
该 是 协 变 的 。 这 就 是 广义 协 变 原理 。 然 而 ,广义 协 变 原 理 本 身 并 没 
有 提供 新 的 物理 内 容 。 从 数学 观点 来 看 ,任何 一 个 方程 都 可 以 被 做 
成 是 广 闵 协 变 的 (Kretschmann,1917;Weinberg,1972)。 我 们 所 感 兴 
趣 的 是 具有 物理 内 容 的 方程 的 变换 规律 。 为 此 ,只 要 能 写 出 一 个 协 
变 方 程 , 它 在 某 种 特殊 的 参考 系 (比如 局 部 惯性 系 ) 中 成 立 ,那么 , 根 
据 广义 协 变 原理 ,这 个 方程 描述 同样 一 个 物理 学 规律 。 但 问题 往往 
是 反 过 来 的 。 我 们 首先 知道 了 某 个 物理 学 规律 在 某 种 特殊 参考 系 中 
的 表述 形式 ,如何 寻求 它 在 一 般 参 考 系 中 的 表述 形式 呢 ? 从 数学 角 
度 来 看 ,这 一 点 也 不 难 办 到 。 但 如 何 把 引力 效应 加 上 去 呢 ? 

我 们 已 经 知道 ,不 存在 引力 场 时 , 空 时 是 四 维 闵 可 夫 斯 基 空 时 
( 流 形 ) ,或 者 可 以 说 ,有 一 个 四 维 流 形 空间 ,赋予 闵可夫 斯 基 度 规 
т„„ < JE , 它 变 成 了 闵可夫 斯 基 四 维 空间 ,这 个 空间 是 平 直 的 ,因为 
( 见 定义 式 (2. 5.3)) 


Nav = (3.3.1) 


-1 0 O 0 
0 1 0 O 
0 0 1 0 
0 0 0 1 

由 此 很 容易 算出 仿 射 联络 T, E LER O4 T, E mv 表示 出 来 之 

后 , 它 的 每 一 项 都 含有 因子 дт„„/дх° =0( 参 见方 程 (3. 2. 102) ) 。 又 

AR SKE Rf 是 Tv 以 及 ourav 的 组 合 (参见 方程 (3. 2. 

156) ) ,因此 Ruya =0。 当 存在 引力 时 ,我 们 给 四 维 流 形 空间 赋予 一 

BEH guv，&y 具 有 引力 势 特 性 ,于 是 得 到 含有 引力 的 四 维 流 形 空 

间 , 称 为 黎 曼 四 维 空 时 。 闵 可 夫 斯 基 空 时 是 黎 曼 空 时 的 特例 : Rura 
=0。 一 般 情况 下 ,存在 引力 时 , g,, 是 x* 的 非 线性 函数 ,满足 R... 
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关 0 ,除非 是 均匀 引力 场 。 这 就 是 说 ,存在 引力 时 ,空间 是 弯曲 的 (一 
般 情形 ) 。 
基于 以 上 所 述 ,我 们 可 以 建立 如 下 对 应 原理 


任何 一 个 物理 学 规律 ,只 要 写 出 它 在 闵可夫 斯 基 四 维 空 时 中 
的 表述 形式 ,然后 用 я, ЖЖ Wi， 用 协 变 导数 筑 子 D, 代替 普通 导 
数 算 子 0, ,就 可 得 到 该 物理 学 规律 在 一 般 具 有 引力 的 空 时 中 的 表 
述 形式 。 


后 面 我 们 将 阐明 如 何 利用 对 应 原理 解决 实际 应 用 问题 。 


3.3.2 质点 动力 学 


一 个 质点 在 闵可夫 斯 共 四 维 空 时 中 的 运动 方程 可 写成 ( 见 2.6 
节 的 方程 (2. 6.1)) 
d?x* 





f“ =m d (3.3.2) 
其 中 , “是 相对 论 性 力 ,由 方程 (2. 6.4) 给 出 ; 原 时 dr 由 下 式 决 定 
dz? = — n dé" dg” (3.3.3) 


其 中 e^ 是 闵可夫 斯 基 空 时 中 的 惯性 系 坐标 。 

下 面 我 们 要 探求 存在 引力 场 时 ,方程 (2. 6. 1) 具 有 什么 形式 。 
根据 对 应 原理 ,只 要 将 方程 (2. 6. 1) 中 的 普通 导数 算 子 换 成 协 变 导 
数 算 子 就 行 了 。 但 这 里 我 们 遇 到 的 是 对 标量 参数 7 取 导 数 ,而 至 今 
我 们 尚未 讨论 相应 的 协 变 导 数 算 子 。 对 于 普通 导数 a, ,对 应 的 协 变 
导数 算 子 为 D,, 它 作用 于 任 一 矢量 A” 之 后 得 到 (参见 方程 (3. 2. 
83 ) ) 

D,A" = ð A" + Г", AS (3.3.4) 

4 d/d7 = di, 对 应 的 协 变 导数 算 子 记 为 D,。 为 明确 起 见 , 称 D. 
为 标量 参数 协 变 导数 算 子 ,以免 与 协 变 导 数 算 子 D, 混淆 (在 不 致 引 
起 混淆 的 情况 下 ,也 将 D. 简称 为 协 变 导 数 算 子 ) 。 现 在 要 问 : р, R. 
有 什么 形式 ? 

为 此 ,考察 一 矢量 A^ 在 普通 导数 算 子 d, 作用 下 的 结果 
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"LE LEE (3.3.5) 
由 于 d, 是 标量 , da" 是 矢量 ,因此 dx” /4т 也 是 矢量 , 记 为 
В” = dx (3.3.6) 
于 是 ,方程 (3.3.5) 可 写成 ` 
d, At = Bra At (3.3.7) 
根据 对 应 原理 ,将 方程 (3. 3.7) 中 的 普通 导数 算 子 d, 和 偏 导数 算 子 
9, 换 成 相应 的 协 变 导数 算 子 D. 和 D, ,应 该 同样 有 效 。 故 有 
D,Ar -B'D,A" = В”(д„А* + T^, А) 


dx" OA* Дх” 
= + Г“ 一 一 47 
ат Ox" ro dr 








== + re A (3.3.8) 
T T 


上 述 方程 给 出 了 标量 协 变 导 数 算 子 р, 作用 于 逆 变 矢量 А” 的 结果 。 
同 理 , 可 以 写 出 D, 作用 于 协 变 矢量 U, 的 结果 (这 里 略 去 推导 ) 


dU v 
DU = — -r7 u (3.3.9) 


其 中 用 到 了 D, 作用 于 协 变 矢 量 ( 即 对 偶 矢 量 ) 的 结果 (基于 一 般 导 
数 算 子 作用 于 张 量 的 表述 方程 (3. 2. 82) 即 可 得 到 上 述 方程 ,或 直接 


基于 方程 (3. 2. 71) ,其 中 令 V, s0, C T) REAA, 
D, 是 满足 导数 算 子 定义 ( 见 3.2.6 节 ) 的 比较 特殊 的 算 子 。 
将 方程 (2. 6. 1) 改写 成 
f? mà") ав" 


= = = та B® 3.3.10 
dri ат m d7 me. ( ) 


其 中 B^ 由 方程 (3.3.6) 给 出 。 按 照 对 应 原理 ,上 述 方程 在 引力 场 中 
的 表述 形式 可 写成 
ав“ 


/* =mD,B* = md рч pr) 








d?x? m 
ат? ии dr ат 








= т 


(3.3.11) 


或 写成 
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d?x* a а dx" dx” 
m d7? = 人 mw dr ат 


这 就 是 粒子 在 引力 场 中 的 运动 方程 (其 中 , /* 是 除 引力 之 外 的 外 界 
作用 力 ,因为 引力 效应 已 包含 在 T%, 之 中 了 )。 对 于 自由 降落 的 粒 
子 , f“ =0, 方 程 (3. 3. 12) 变 为 

d^x* а de^ dx" _ 

ua tla = 0 (3.3.13) 


这 正好 是 粒子 在 引力 场 中 自由 运动 的 测 地 线 方程 。 








(3.3.12) 





3.3.3 自 旋 运 动 方程 


下 面 我 们 来 考察 一 个 带 有 自 旋 的 粒子 在 引力 场 中 的 运动 规律 。 
粒子 的 运动 轨道 仍然 由 方程 (3. 3. 12) 决定 。 粒 子 的 自 旋 S, 可 以 按 
如 下 方式 求解 。 

在 闵可夫 斯 基 四 维 空 时 中 的 惯性 系 中 ,不 受 外 力作 用 的 自由 粒 
子 的 自 旋 S. 是 恒定 的 ( 见 2.9 节 , 方 程 (2.9. 22)), 即 有 


d,$, = Es, =0 (3.3.14) 
根据 对 应 原理 ,在 存在 引力 场 时 ,上 述 方程 应 该 写成 
D.S, = 0 (3.3. 15) 
由 于 5, 是 协 变 矢 量 ,根据 方程 (3.3.9) ,上 面 的 方程 等 效 于 
ds o dx" _ 
ME ге SS, = 0 (3.3.16) 


s s= = 0 (3.3.17) 
因为 在 相对 粒子 静止 的 局 部 惯性 系 中 (粒子 位 于 局 部 惯性 系 的 原 


dx^ 


点 ), S, =(0,S),WT x^ = (7,0) ,方程 (3.3.17) 成 立 。 又 因 S, 一 一 是 
и ^ dr 


标量 ( 零 阶 张 量 ) ,因此 ,上 述 方程 在 一 般 坐标 系 也 成 立 。 

当 存 在 外 力作 用 时 ,方程 (3. 3. 16) 需 要 修正 ,但 条 件 (3. 3. 17 ) 
仍然 满足 。 因 为 不 管 粒子 是 否 做 自由 运动 ,我 们 总 可 以 选取 一 个 相 
对 粒子 静止 的 参考 系 ,并 且 使 自 旋 S, 在 这 个 参考 系 中 是 恒定 的 。 于 
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是 ,方程 (3.3.17) 在 这 个 参考 系 中 是 成 立 的 。 根 据 广义 协 变 原理 ， 
在 任何 其 他 参考 系 中 5, DT 所 遵循 的 规律 仍然 具有 方程 (3.3.17) 的 
形式 。 对 方程 (3. 3. 17) 作 用 标量 协 变 导 数 算 子 p, ,得 





D,(S,V^) = 0 (3.3.18) 
其 中 
yu = 2 (3.3.19) 
ат 
ЦЯ BE Et. Dy НЗ ЕЛ ДРО (3.3.18) ,得 
(D,S,) V^ +SD = 0 (3.3.20) 
由 于 
p ve = ЗИ + Ге уе = ri +T, F Ри = = 
' (3.3.21) 


其 中 ,最 后 一 个 等 式 用 到 了 方程 (3. 3. 12) ,因此 ,方程 (3. 3.20) 可 写 
成 


(D,S,)V^ = - L yas, (3.3.22) 
m 


由 于 道 变 速度 矢量 V^ 与 协 变 速度 矢量 V, 在 惯性 参考 系 中 由 如 下 变 
换 
V, = та VÀ (3.3.23) 
联系 ,因此 
VV =л„,У^У” = - (V9)? + (QV)? + Q2)? + (7)? 

_ dt ах! у? ах? \? ах? у^ 

=-[3) + x) + (95) + (5) 

-- (2) (1-1?) (3.3.24) 
Rp v? = (dxlvd)2 + (d&?/dt)? + (ахл) 2 是 普通 速度 (平方 )。 
XH 





dz? =- 1,,, dx" dx" = dt? — (dx!)? - (4х2)? - (ах?) 2 
(3.3. 25) 
或 写成 
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(2y 21-35 (3.3.26) 
dt 
因此 
V Ve =-1 (3.3.27) 


上 述 标量 方程 在 任何 参考 系 中 都 成 立 。 利 用 方程 (3. 3. 27) ,方程 
(3.3.22) 可 改写 成 


1 1 
(D,S,) V^ = V, Ve [ —S f°) = [—s.f°v,) V” (3.3.28) 
由 于 V* 是 任意 矢量 ,因此 
D,S, = (1-5,7), (3.3.29) 
同时 提升 指标 人 ,有 
D,S^ = (+5,7) v” (3.3.30) 
m 


自 旋 在 引力 场 中 满足 一 定 的 运动 规律 , 称 为 自 旋 的 进 动 。 在 讨 
论 地 球 自转 轴 的 进 动 效应 以 及 惯性 陀螺 的 进 动 效 应 时 要 用 到 方程 
(3.3.30) 。 当 然 , 对 于 不 受 外 力作 用 的 自由 运动 的 陀螺 ,f/f”=0, 回 
到 了 方程 (3. 3. 16)。 


3.3.4 能 量 动 量 张 量 
ТЕ 2.8 节 ,我们 曾 经 定义 了 粒子 系统 的 能 如 动量 张 量 





Т°В =È [Se (x —x,) 
- 
Efe s ni etC —х„(т))4т (3.3.31) 
满足 如 下 守恒 律 
ga Te = G° (3.3. 32) 
其 中 , 力 密度 С" 由 下 式 确 定 
G° = У SU (y = x, (0)) (3.3.33) 


方程 (3.3.32) 在 无 引力 存在 时 成 立 , 因 此 ,根据 对 应 原理 , 当 存 在 引 
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DoT"? = Ge (3.3.34) 


将 上 式 左 边 明确 写 出 (利用 方程 (3. 2. 82) ,并 将 V, R oo, C^. ER 
A T^.) 


DTep = д„Т°В + Г, ТАВ + T?,, T^ (3.3.35) 
再 缩 并 指标 人 和 有 ,得 
Ds TË = 58Tep + pe, ТАВ + TBo ТА (3.3.36) 
将 上 式 代 人 方程 (3.3.34) ,有 
%вТ°# = G° — Гез TV — TP, Tan (3.3.37) 


方程 (3. 3. 37) 是 关于 能 量 动量 张 量 的 一 阶 偏 微分 方程 ,因此 ,在 给 
定 力 密度 的 前 提 下 ,能量 动 量 张 量 可 通过 仿 射 联络 确定 ;反之 亦 然 。 
存在 引力 时 ，7e8 由 下 式 定 义 

T9 „лу ye) EO (y x,) 

H Ir „ 
=e Yn, 2: = ac» -x,) (3.3.38) 
ЖФ, в е, BIRARE, ат, 是 第 = 个 粒子 的 原 时 。 这 个 表 
达 式 在 不 存在 引力 时 变 为 方程 (3. 3. 31) ,因为 这 时 g= ~ |z, | = 
- [me =-(-1)=1。 存 在 引力 时 的 力 密度 函数 C^ 由 方程 (3. 

3. 37) 确定; 当 不 存在 引力 时 ，c% 由 方程 (3. 3. 33 ) 给 出 。 








3.3.5 引力 .惯性 力 以 及 马赫 原理 


任何 物体 之 间 都 具有 引力 相互 作用 。 至 于 说 引力 究竟 起 源 于 什 
么 ,至今 仍 然 是 一 个 六。 我 们 只 能 说 ,只 要 存在 物质 ,就 存在 引力 ; 物 
质 是 产生 引力 的 源 。 但 这 并 不 能 从 本 质 上 说 明 引 力 是 如 何 产生 的 。 

惯性 力 的 起 源 也 是 一 个 这 。 当 一 个 物体 做 加 速 运动 时 , 它 " 感 
受 "到 一 个 与 加 速 方向 相反 的 力 ,这 个 力 通 常 称 为 惯性 力 。 牛 顿 认 
为 ,惯性 力 起 源 于 一 个 物体 相对 绝对 空间 的 加 速 运动 ,而 不 是 相对 于 
某 个 参考 系 的 加 速 运动 。 为 了 证 实 这 一 论点 ,牛顿 做 了 一 个 水 桶 旋 
转 实验 (Newton ,1687) 。 他 用 一 根 细 强 将 盛 了 水 的 桶 悬挂 起 来 ,然后 
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使 水 桶 旋转 。 和 牛顿 发 现 :开始 的 时 候 水 桶 转 水 不 转 , 即 水 与 桶 之 间 有 
相对 运动 ;但 这 时 ,水 面 仍然 是 平 的 ,与 水 桶 未 转动 前 的 情形 完全 一 
FÉ ;后 来 ,水 被 桶 带动 一 起 转 ,尽管 这 时 水 与 桶 之 间 没 有 相对 运动 ,但 
水 面 却 不 再 保持 平 状 ,而 是 中 间 向 下 凹 、 四 周 向 于 凸 起 之 状 ; 即 令 桶 
突然 停止 转动 ,但 水 仍然 在 转 ,这 时 的 水 仍然 具有 四 形 。 根 据 这 一 实 
验 ,牛顿 得 出 结论 , 当 一 个 物体 相对 绝对 空间 作 加 速 运动 时 , 它 受到 
一 惯性 力作 用 。 因 此 ,牛顿 认为 ,惯性 力 起 源 于 物体 相对 于 绝对 空间 
的 加 速 运动 。 

然而 ,马赫 认为 (Mach,1893 ) ,惯性 力 并 非 起 源 于 物体 相对 于 绝 
对 空间 的 加 速 运动 ,而 是 起 源 于 相对 遥远 星系 的 加 速 运 动 , 或 者 说 ， 
相对 于 宇 窗 总 物质 的 相对 加 速 运 动 。 马 赫 指 出 (Mach,1893 ,1908 ) : 
“如 果 将 牛顿 水 桶 旋转 实验 中 的 桶 壁 加 厚 ,一直 使 其 延伸 到 几 十 公 
里 ,结果 会 怎样 呢 ? 这 时 , 桶 壁 与 水 之 间 的 相对 运动 将 不 可 忽视 , 实 
验 结果 将 有 可 能 与 牛顿 的 实验 结果 不 同 。” 由 此 ,马赫 得 出 结论 : 惯 
性 力 起 源 于 物体 相对 于 字 宙 总 物质 的 相对 加 速 运动 。 这 就 是 著名 的 
Eb s I FE 

爱 因 斯 坦 自 认为 是 马赫 的 追随 者 。 他 在 写 给 马赫 的 一 封 信 以 及 
悼念 马赫 的 一 篇 文章 (参见 爱 因 斯 坦 文集 第 一 卷 pp.74,83 ) 中 高 度 
评价 了 马赫 原理 ,并 且 认 为 马赫 是 广义 相对 论 的 先驱 。 不 过 ,马赫 并 
不 这 样 认 为 ,因为 他 本 人 并 不 完全 装 同 爱 因 斯 坦 。 

现在 让 我 们 考察 一 下 ,在 一 个 假定 不 存在 物质 的 宇宙 (尽管 这 
种 假定 根本 不 能 成 立 ) 中 会 发 生 什 么 现象 。 按 照 马赫 原理 ,这 时 不 
存在 惯性 力 。 但 按照 牛顿 的 观点 ,惯性 力 依 然 存在 。 实 际 上 ,只 要 我 
们 一 引进 加 速 参 考 系 ,就 引进 了 惯性 力 ; 一 引进 旋转 参考 系 , 就 引进 
了 惯性 离心 力 、 科 里 奥 利 ( Coriolis) 力 以 及 欧 拉 (Euler) 力 。 这 表明 ， 
惯性 力 与 宇宙 总 物质 没有 关系 。 

再 考察 爱 因 斯 坦 的 自由 降落 升降 机 。 在 升降 机 中 ,观测 者 感受 
不 到 引力 ,这 是 因为 引力 与 惯性 力 正 好 抵消 了 。 一 个 物体 在 宇宙 总 
引力 不 的 作用 下 做 自由 下 落 运动 ,同时 该 物体 “感受 "到 一 个 反 向 惯 
性 力 fs 由 于 这 两 个 力 大 小 相等 方向 相反 ,因此 ,该 物体 所 受 “ 合 
为 零 。 我 们 可 以 认为 惯性 力 f 起源 于 宇宙 总 物质 ,因为 引力 FF 是 由 
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=н е АЕ [BR RAD SE РАВ E F 的 基础 上 再 额外 
加 上 一 个 力 AFCAF 不 是 引力 ) ,使 得 作用 于 该 物体 的 力 为 F+ AF。 
当然 ,这 时 物体 不 再 作 自由 落体 运动 ,而 是 在 力 + AF 的 作用 下 运 
动 。 同 样 , 这 时 的 物体 不 仅 感受 到 + АЕ 的 作用 ,还 “感受 "到 一 个 
KIDS F + AF 相等 .方向 相反 的 惯性 力 f 的 作用 , 即 有 /= -F- 
AF。 这 一 次 ,我 们 是 否 仍然 有 理由 认为 了 起 源 于 字 宙 总 物质 呢 ? 为 
了 看 清楚 这 一 点 ,我们 假定 逐渐 减 小 以 致 最 后 消失 ,这 时 ,物体 受 
到 的 力 只 有 AF ,惯性 力 为 1= -AF 我们 没有 任何 理由 认为 /起源 
于 宇宙 总 物质 ,倒是 可 以 把 它 归 于 物体 相对 于 “绝对 空间 "的 加 速 运 
动 。 只 要 我 们 承认 惯性 定律 ( 即 一 切 物体 在 不 受 外 力 (包括 引力 ) 作 
用 时 始终 处 于 静止 状态 或 匀速 运动 状态 ) ,上 述 论断 就 具有 可 靠 的 
基础 。 

当然 ,由 于 我 们 不 可 能 假定 一 个 不 存在 物质 的 宇宙 ,因此 ,究竟 是 
牛顿 正确 还 是 马赫 正确 ,还 不 能 最 终 作出 判决 (目前 ,大 多 数 物理 学 家 
倾向 于 马赫 ) ;但 这 无 关 紧 要 ,因为 惯性 起 源 问题 并 不 构成 广义 相对 论 
的 基础 。 科 学 在 不 断 逼 近 真 理 ,物理 学 定律 是 在 某 个 层次 上 的 自然 法 
则 。 无 论 是 牛顿 引力 理论 还 是 爱 因 斯 坦 引力 理论 ,它们 均 不 能 构成 对 
自然 的 终极 描述 ,因为 它们 都 没有 解释 引力 的 本 质 ( 起 源 ) 。 


3.4 爱 因 斯 坦 场 方程 


爱 因 斯 坦 花 费 了 近 十 年 的 时 间 (1907 一 1916) ,最 终于 1915 FR 
到 了 目前 公认 的 引力 场 方 程 。 要 详细 讨论 场 方程 是 如 何 建立 的 , 那 
将 是 非常 困难 的 事 。 为 此 ,我 们 将 推导 过 程 简化 。 

我 们 知道 ,质量 是 引力 的 源 。 能 量 动量 张 量 了 ,与 质量 有 关 。 
假定 p 是 物质 的 质量 密度 ,那么 ,对 于 一 个 以 四 维 速度 V^ 运动 的 观 
测 者 来 说 , p 可 表示 成 (Misner et а]. ,1973 ) 

p = T, VeV” (3.4.1) 

上 式 表明 ,能 量 动量 张 量 的 作用 类 似 于 一 个 引力 源 。 当 观测 者 相对 
源 静 止 时 ,有 

p = Tg (3.4.2) 
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ЕСИ“) = (1,0,0,0) 2. 
我 们 曾经 在 3. 2. 8 节 给 出 了 爱 因 斯 坦 曲率 张 量 
G^" = ger - FeR (3.4.3) 


G^" Risk Bt rk RT HR i R... 的 张 量 性 导出 。 我 们 曾经 证 明 , 在 流 形 空 
间 赋予 度 规 g,, 之 后 ,由 算 子 VV, - V, V, 唯一 地 定义 了 黎 曼 张 量 
К, 3.2.8 17), AI, Rura В) КИЭР К, = Rara” (Ер Ricci 
曲率 ) 以 及 二 次 缩 并 R = R,“ (B Rici 标量 ) 均 为 张 量 。 由 方程 
(3.4. 3) ,Gr** 也 是 张 量 。G,, 反 映 的 是 空间 的 几何 性 质 。 在 平 直 空 
[8 , G^" =0( 因 为 R^" =0, R 20). 平 直 空 间 也 就 意味 着 不 存在 物 
质 ,因此 , T, =0。Cr" 是 表征 几何 的 一 个 张 量 ,7,, 是 表征 物质 的 一 
个 张 量 , 它 们 在 平 直 空间 (无 物质 存在 时 ) 均 为 零 。 因 此 ,在 平 直 空 
间 ( 无 引力 存在 时 ) ,下 式 是 成 立 的 

Си” = кти" (3.4.4) 
其 中 «是 一 任意 比例 常数 。 

由 于 几何 与 引力 具有 惊人 的 相似 性 ,因此 ,我 们 可 以 推 想 , 反 映 
几何 的 量 G2 与 反映 引力 的 量 TY? 是 严格 对 应 的 。 于 是 可 以 假定 , 张 
量 方程 (3.4.4) 在 有 引力 存在 时 也 有 有效。 实际 上 ,由 于 方程 (3. 4. 4) 
是 张 量 方程 ,在 无 引力 存在 时 ( 即 在 闵可夫 斯 基 空 间 ) 是 正确 的 ; 根 
据 对 应 原理 ( 见 3. 3. 1 节 ), 存 在 引力 时 ( 即 在 黎 曙 空间) 也 是 正确 
的 。 由 方程 (3.4.3) 和 (3.4.4) ,我 们 便 得 到 了 爱 因 斯 坦 场 方程 

Rer ~ Te"R = Ter (3.4.5) 

在 方程 (3.4.5) 两 边 同 时 作用 z, Z J ,对 指标 oc v 383fF , 注 

意 到 


Euog” = б” (3.4.6) 
的 缩 并 是 4, ff (8 

R -2R = kT (3.4.7) 
即 

R = - xT (3.4.8) 


其 中 T-g,,T""|,., T,", 


(| 
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为 了 确定 系数 kx, 考虑 弱 场 条 件 下 的 牛顿 极限 。 由 于 牛顿 理论 
是 客观 世界 的 很 好 近似 ,广义 相对 论 要 求 在 一 级 近似 之 下 给 出 牛顿 
结果 。 取 方程 (3. 4. 5) 中 的 一 个 特殊 方程 , 令 j=v=0, 则 有 


Roo _ eR = TO (3.4.9) 
或 将 上 式 写 成 (同时 下 降 指标 并 顾及 方程 (3.4.2) ) 
| Ry - И: = To = кр (3.4. 10) 
由 于 是 弱 场 一 级 近似 ,因此 (参见 3.1.4 节 ), gu IRT 
go =- (1 +29) (3.4.11) 


之 外 ,其 他 分 量 均 可 视 为 常数 ,其 中 gj(i 门 很 小 ,可 以 作为 零 处 理 ， 
而 gi( 不 对 i 求 和 ) 为 1。 方程 (3.4.11) 中 的 9g 是 生 顿 引力 位 , 取 负 
值 (无 穷 远 处 为 零 ) 。 

考察 方程 (3. 4. 10) ,我 们 只 需 根据 方程 (3. 2. 156) 计算 Roo。 根 
据 后 面 的 计算 就 会 发 现 ,只 有 Te"oo 是 我 们 感 兴趣 的 ,其 他 分 量 均 可 视 
为 零 处 理 ( 只 考虑 弱 场 一 级 近似 ) ХШ], ToT RRE 























1 да ag де 
г => [ + 2 (3.4.12) 
1 Zos 98 1 де де 
ne eere e] trot en 
1 98 
= 2-8% p) (3. 4.13) 
r: - 1 iej 5 980g _ 9800 - де% _ 1 де __ 1 9£ 0o 
00 28 — T > 0 2 ар. lx 
Ox Ox дх х; x; 
(3.4.14) 
或 者 合并 写成 
1 9800 де 
DT? = — „дё i = Ae ОФ. (3.4.15 
90 2 7 дхё дх® ) 


注意 Tv, 的 其 他 分 量 均 可 视 为 零 ( 在 弱 场 一 阶 近 似 之 下 )。 又 根据 
方程 (3. 2. 156) ,对 指标 > $0 B 缩 并 得 到 Ricci 曲率 张 量 ( 参 见方 程 
(3.2. 145) 和 (3.2. 156) ) 
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v 一 Ol a _ Г”, + rz r” _ rz r” 
на Hva дх” дхЁ на vo va^ ра 





(3.4.16) 


因此 


ar" ar" 
Ry = Ro" = m - ` 





o v с и 
+ ^D", - Го Гос 





ox" 9х0 
ӘГ°оо ГӘ 
= a 0. + Го Гоо — ГГ 
= o, Tog (3. 4. 17) 


再 根据 方程 (3.4.7) 
R--kT-- k (T$? 十 Т;*) == 一 kT,9 = kToo (3.4.18) 
不 难 证 明 ,在 弱 场 一 阶 近似 之 下 ,对 Т0 的 指标 进行 下 降 操作 之 后 ， 
正好 得 到 - Too( = T99) 。 将 方程 (3.4.2) 代 人 上 式 , 得 
R = кр (3.4.19) 
353538 (3.4.11). (3. 4. 15). (3. 4. 17) (3. 4. 19) 代入 方程 (3. 4. 
10) ,得 
8; T go уа + 2ф)кр = кр (3. 4. 20) 


考察 上 面 的 方程 ,与 kp Ш, фкр 是 高 阶 小 量 (注意 弱 场 一 阶 近似 
条 件 ) , 略 去 ,因此 有 


9, Tog = Sp (3. 4. 21) 
将 方程 (3.4. 15) 代 人 方程 (3.4.21) ,得 
Аф = Kp (3.4.22) 


其 中 A 是 拉 普 拉 斯 算 子 。 
按照 牛顿 理论 ,引力 位 e 满足 Poisson 方程 


Аф = 4тСр (3.4.23) 
其 中 6 是 万 有 引力 常数 。 比 较 方 程 (3.4. 22) 5 (3.4. 23) ,得 
к = 8TC (3.4.24) 


将 方程 (3.4.24) 代 人 方程 (3.4.5) JE F FE и» 指标 , 场 方程 可 表示 成 
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К, -FR = 8mGT,, (3.4.25) 
由 上 述 推理 逆 推 回去 ,我 们 知道 这 个 场 方程 的 一 级 近似 给 出 牛顿 引 


力 理论 。 
方程 (3. 4. 25) 关于 指标 人 和 > 是 对 称 的 ,因此 ,有 10 个 独立 的 
方程 。 从 形式 上 看 , gy, 也 正好 有 10 个 独立 分 量 ( 因 为 gw 是 对 称 
的 ) ,满足 10 个 微分 方程 ,从 而 可 以 求解 出 g,,。 但 实际 上 ,由 于 存 
在 4 个 Bianchi 和 恒等式 (3.2. 153) 
У„С”” = 0 (3.4.26) 
独立 的 方程 个 数 只 有 6 个 。 这 就 是 说 , g,, 有 四 个 自由 度 可 供 任意 选 
择 。 这 很 类 似 于 电磁 学 中 的 麦克 斯 韦 方程 ,看 起 来 有 四 个 独立 的 方程 
(一 个 标量 方程 和 一 个 三 维 矢量 方程 ) ,但 由 于 连续 性 方程 自动 满足 
(类 似 于 Bianchi 恒等式 ) ,因此 ,真正 独立 的 方程 只 有 3 个 , 留 有 一 个 
自由 度 可 供 任意 选择 。 通 常 的 做 法 是 加 洛 伦 兹 条 件 ,或 叫 洛 伦 兹 规 
范 , 以 解除 所 论 自由 度 。 同 样 ,对 于 爱 因 斯 坦 场 方程 ,需要 加 进 四 个 规 
范 条 件 , 以 解除 上 述 四 个 自由 度 。 比 如 ,选取 如 下 四 个 规范 条 件 
ә, (Vegg) = 0 (3.4.27) 
则 可 解除 四 个 自由 度 , 其 中 g 是 gu 的 行列 式 的 负 值 。 条 件 (3. 4. 
27) 也 称 为 谐 和 坐标 条 件 (Weinberg,1972) 。 条 件 (3.4. 27) 与 下 列 
条 件 
ГА = 0 (3. 4. 28) 
是 等 价 的 。 为 了 证 实 这 一 点 ,我 们 从 FA, 的 表达 式 ( 参 见方 程 (3. 2. 
102)) 





r^, = r: + 0g, _ es) (3.4. 29) 
2 Ox" Әх дк 


出 发 TE EXPERS] BERE EA g^" 


1 


gs = Langen (Poe NT Eur) (3.4.30) 


Ox" ox^ OX 





由 于 
ga gg = 6“ (3.4.31) 
对 上 述 方程 求 偏 导 
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BapE =- gP o, gig (3.4.32) 
又 因 g 是 si 的 行列 式 的 负 值 , 我 们 有 (Weinberg ,1972) 
1 L L 
28" 9,8,, -g^o,g (3.4.33) 
将 方程 (3.4. 32) 和 (3.4.33) 代 入 方程 (3. 4. 30) ,得 
1 v o 1 с и 
g^ T*,, --yg"" (a^ à E, + ВВ) – y 87 E" 0 Eu, 
1 _1 1 
=E” È- g 087^ - &,,9,87^) - g^ g ug? 
1 v oA 1 ш oA oA -r T 
= 一 >Š c9,87 — 39 c9,8"^ ^ - g^" g ÂGE 
= -8°* - g^^g i 0,g? 
= 一 gT lg Tag + g^ à,g7) 
--g'à,(lgg"?) (3. 4. 34) 


由 方程 (3.4.34) 可 以 看 出 ,条 件 (3.4. 27) УЖЕ C3. 4. 28) 07. 


3.5 几 种 常见 的 度 规 及 应 用 


广义 相对 论 有 三 大 经 典 预 言 :光线 偏转 ,行星 轨道 近日 点 进 动 
(简称 近 点 进 动 ) ,以 及 引力 频 移 (或 引力 红 移 ) 。 引 力 频 移 效应 已 在 
3.1.5 节 阅 述 。 根 据 广 义 相 对 论 , 引 力 频 移 效 应 是 由 于 发 光 原 子 处 
于 具有 不 同 引 力 位 的 位 置 因 而 具有 不 同 的 光谱 频率 所 致 , 或 者 等 价 
地 说 ,处 于 具有 不 同 引 力 位 处 的 原子 钟 具 有 不 同 的 运行 速率 所 致 。 
我 们 认为 ,从 本 质 上 来 说 ,引力 频 移 是 由 于 光子 行进 了 一 段 具有 引力 
位 差 的 路 程 之 后 ,其 能 量 增益 了 ( 紫 移 ) 或 损失 了 ( 红 移 ) (Shen et 
al. ，1993a) 。 引 力 频 移 效应 已 得 到 众多 实验 的 支持 ( 见 3. 1.5 r). 
引力 频 移 可 以 直接 根据 等 效 原理 .能 量 守恒 原理 以 及 量子 论 推 出 
(Misner et al., 1973; Shen et al.,1993a), Æ [N Hp 3H ( Einstein, 
1907 – 1908) 曾 在 狭义 相对 论 框架 之 下 ,应 用 能 量 守恒 原理 和 量子 论 
推导 出 了 光线 经 过 太阳 时 的 偏转 ,其 结果 是 广义 相对 论 预言 结果 值 
的 一 半 。 实 际 上 ,只 有 真正 知道 了 度 规 张 量 g,, 才 可 以 得 到 广义 相 


* 
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对 论 的 所 有 预言 。 后 面 的 3.5.1 节 和 3.5.2 节 主要 是 为 了 确定 guo 
接 下 去 的 几 节 则 是 应 用 。 


3.5.1 Schwarzschild 度 规 


我 们 考虑 质量 为 M 的 均 质 无 旋转 圆 球 产生 的 静态 的 、 球 对 称 的 
引力 场 。 根 据 对 称 性 分 析 , 原 时 dr 取 如 下 形式 (Weinberg，1972; 
Wald, 1984) 

dz? = В(г) 412 - A(r)d? - r?(d8? + sin20dA2) (3.5.1) 
其 中 (i,r,9,A) 是 四 维 球面 坐标 (i; 是 时 间 坐 标 ,r 是 向 径 的 模 ,b 是 极 
角 或 余 纬 ,A 是 经 度 )。 注 意 到 
dr? =- gr dX" dx" (3. 5. 2) 
可 取 
х0 =, xl = r, х2 = 0, x = À (3.5.3) 
这 个 坐标 系 ( 参 考 系 ) 是 以 圆 球 中 心 为 原点 `. 以 遥远 恒星 定向 的 球面 
坐标 系 , 称 之 为 准 惯性 球面 坐标 系 。 如 果 将 其 中 的 球 坐 标 取 为 笛 卡 
尔 坐标 , 则 称 之 为 准 惯 性 笛 卡 尔 坐 标 系 。 

比较 方程 (3. 5.1) 和 方程 (3. 5.2) 的 同类 项 系数 ,得 到 二 阶 协 变 

度 规 张 量 


-B(r) 0 0 0 
Ey, = о 40 0 0 (3. 5. 4) 
ud 0 0 р 0 
0 0 0 Pr?sin?8 


由 上 式 直接 可 以 写 出 二 阶 逆 变 度 规 张 量 
1 








- B) 0 
1 
0 0 
ac ? 
gh” = ‚ (3.5.5) 
0 0 — 0 
г? 
1 
0 0 
r2sin20 
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以 及 度 规 g ,的 行列 式 
g = |в„„| =—г°А(г)В(г)зїп?ө (3. 5.6) 
为 了 确定 函数 4(r) 和 B(r) ,需要 利用 场 方程 (3.4.25) M r> 
o 时 , 场 方程 变 为 











К, = 0 (3.5.7) 
根据 仿 射 联络 的 表达 式 (3.2. 102) ,有 
r^, = laz Eoy + Og oy _ Eur) (3. 5. 8) 
2 ox" хі ox? 
将 方程 (3. 5.3) ~ (3.5.5) 代 人 上 式 ,T^,, 的 非 零 分 量 为 
t opm 21 dB(r) A. 1 dB(r) 
Pain =R dr ' Ly 73403 dr 
‚ . 1 dA(r) ro _ т 
Uy 340) dr ' 1 = A(r) 
1 1 А rsin20 
T^, = r^, -—, Da =D T, Гэл= (ту, 
Гл в = r^, = соб, T°, = -singcosg (3.5.9) 


其 他 分 量 均 为 零 。 这 里 需 注 意 ,方程 (3. 5.9) 中 的 指标 1,r,0,4 分 别 
对 应 于 具体 的 0,1,2,3 分 量 ,没有 任何 求 和 意义 。 再 利用 黎 曼 张 量 
Rvof 与 仿 射 联络 ,的 关系 式 (3. 2. 156) 


ITE 。 afp 
对 指标 > ЯП B 缩 并 ,得 Ricci 张 量 (参见 方程 (3. 4. 16) ) 
_ oT ,a aT", rs rv Tc Г” 3.5.11 
"Lir E PCM 


将 仿 射 联络 各 分 量 (3. 5.9) 代 入 方程 (3. 5. 11) ,得 


В" 1 В! A! B' 1 B' 
R, 22... ——24(8..,2. 一 - 一 ‚Э. 
н 2 24 габ) 7а (3.5. 12а) 
..B',1B'.(A' Вү 14 
Е, ва Bla в) A (35500) 
, D 1 
Кө = 1 - 5104 +5) 4 (3.5. 12е) 


Raa = вїп?ӨЁө» (3. 5. 12d) 
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其 他 交叉 分 量 均 为 零 ,也 即 R,, 只 有 对 角 元 是 非 零 的 , 非 对 角 元 均 为 
Fo 方程 (3.5.12) 中 , 4'、B' 以 及 8" 分 别 表示 相对 于 7 的 一 阶 导 数 
以 及 二 阶 导数 , 即 

dA(r ав(г А d?B(r 
SAO, poB, pr Pac) 
Н FH г о Аў, К, =0, 因 此 ,由 方程 (3.5. 12a) 和 和 方程 (3.5. 12b)， 
34 r— o BJ ,# 


А' 





(3.5.13) 


В ВА' 
+ 一 -一 


0 = AR, + BR, = 一 (3.5.14) 
r rÀ 
即 
B' A 
т = (3.5.15) 
由 此 得 到 
ding + ҺА) = 0 (3.5.16) 
dr 
也 即 
A(r)B(r) = 常数 (3.5.17) 


当 r— оо 时 ,gy uso 对 于 闵可夫 斯 基 度 规 Nur МАК (е, г, 0, 
A), 则 原 时 可 表示 成 


dr? =- 7, , dx" dx” 
= di? — dr? - г?40? — r?sin?gdaA? (3.5.18) 
方程 (3. 5. 18) 可 通过 坐标 变换 
t=t, x=rsinĝcosà, y=rsinĝsinà, z-rcos0 (3.5.19) 


直接 验证 。 因 此 ,基于 度 规 表示 (3. 5.4), 同 时 利用 条 件 “r 一 % ЕЎ, 
Eur A ,得 


limA(r) 21, limB(r) = 1 (3.5.20) 
将 上 式 代 人 方程 (3. 5. 17) 得 常数 为 1。 因此 
A(r)B(r) = 1 (3.5.21) 


再 利用 方程 (3. 5. 120) , 令 К, =0( 当 一 *o 时 ) ,顾及 方程 (3. 5.21), 
得 


` 1 
Z |]+— = 0 3.5.22 
2 )*4 ( ) 





即 
rB' +B -1 = 0 (3.5.23) 

或 

d А 

—(rB) = 1 (3. 5. 24) 

dr 
因此 

rB =r+C (3.5.25) 


其 中 C 是 常数 。 由 于 当 го 时 
2GM 


Zo —^-1-29p =- 1 + - 





(3.5.26) 


因此 

C =-26М (3.5.27) 
这 里 用 到 了 条 件 B = - goo。 将 上 式 代 入 方程 (3. 5. 25 ) ,并 由 方程 
(3.5. 21) 得 
2GM 


r 


B(r) = 1 - 





(3.5.28а) 
А(г) = (1 - 26M)! (3.5.28b) 


于 是 ,将 方程 (3. 5. 28 ) 代 人 方程 (3. 5.4) ,得 到 了 Schwarzschild BE $E 
(Schwarzschild ,1916) 


- (1 - 20м) 0 0 0 
-1 
= 9 (1-2) ° 
0 0 г? 0 
0 0 0 r2sin20 


(3.5.29) 
或 写成 原 时 形式 
dr? = (1 - 26H а, - (1 - ZCM) "ad - dg? – r?sin?gdA? 
(3. 5. 30) 
度 规 表达 式 (3.5.29) 反 映 了 由 均 质 (静态 ) 圆 球 导 致 的 空间 弯 
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曲 结构 ,作为 一 阶 近 似 ,将 来 会 经 常用 到 。 
3.5.2 Robertson 度 规 和 Kerr 度 规 
Robertson( 1935 ,1936,1962) 曾 经 给 出 了 一 种 描述 静态 对 称 引 力 


场 的 度 规 (Weinberg ,1972) 


22 
dr? = [1 - 28€" +2(8 - ay) eM + Ja? 





r 


- (1 十 2yCM + Jan? ~ * d&? – r2sin20dA2 
r 
(3.5.31) 
其 中 ,a,B,y 等 量 是 待定 参数 。 当 a =p =y=1 时 , 便 得 到 了 
Schwarzschild 度 规 (3. 5. 30)。 令 
2 1⁄2 
B(r) =1 _ 2aGM CM 
r r 





+ 2(B - ау) +… (3.5.32a) 


Alr) = 1 +2y СМ +e (3. 5. 32b) 


则 方程 (3. 5.31) 仍 可 表示 成 一 般 形 式 (3.5.1)。 

表达 式 (3. 5. 32) 通 常 被 称 为 Robertson 展开 式 。 爱 因 斯 坦 广义 
相对 论 预言 a =B =y =1。 因 此 ,Robertson 度 规 的 意义 更 多 地 在 于 检 
验 广义 相对 论 方面 。 

对 于 一 个 旋转 的 均 质 圆 球 产 生 的 引力 场 来 说 ,已 不 再 具有 球 对 
称 性 (这 与 牛顿 引力 场 不 同 ,在 牛顿 引力 理论 中 应 具有 对 称 性 ) 。 这 
时 ,不 能 采用 Schwarzschild 度 规 或 Robertson 度 规 。 对 于 以 恒定 角 逗 
BE о 旋转 的 半径 为 R B3 35 А ER ,Kerr(1963 ) 找到 了 一 个 解 ,用 空 
时 间隔 表示 出 来 如 下 


dr? =(1 - ZEM) gr? 一 (1 - 2CM) аг - 2862 


— r?sin?ðdA? + sin? odidA (3.5.33) 
其 中 ,了 是 圆 球 的 自转 角 动 量 ,可 表示 为 


2MR2 


J = 一 5 





O (3.5.34) 
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这 里 需要 指出 ,无 论 是 采用 Schwarzschild 度 规 (3. 5. 30) , Robertson 
度 规 (3.5.31)、 还 是 Kerr 度 规 (3.5.33) ,其 适用 范围 均 在 质 体 ( 即 
均 质 圆 球 ) 的 外 部 。 在 球体 内 部 如 何 求 定 度 规 已 超出 了 本 书 的 范 
围 。 


3.5.3 一 般 运 动 方程 


我 们 考察 带 有 质量 的 粒子 在 静态 对 称 引力 场 中 的 运动 方程 。 粒 
子 在 一 般 引 力 场 中 的 运动 方程 由 下 式 决 定 ( 见 3.3.2 节 ) 
d?x^ л dx" dx” 








dz? td d = 0 (3.5.35) 
对 于 光子 来 说 ,由 于 dr =0, 因 此 ,光子 的 运动 方程 可 表示 成 
d?x^ À dx^ dx" 


= 0 (3.5.36) 








+ 
ас? ну do do 
为 了 获得 统一 的 描述 , 取 任 意 参 数 p, 它 与 独立 ,于 是 ,对 于 任 
意 粒 子 ( 包 括 光 子 ) ,其 运动 方程 可 表示 成 
d?x^ D da^ dx" 
dp? ^Y dp dp 
将 仿 射 联络 分 量 (3. 5.9) 代 人 方程 (3.5.37) ,得 


=0 (3.5.37) 


























d?x? o dx” dx" 

dp? Tour dp dp -9 

p 
d?x! 1 d» ах” 

+ 工 ， 一 一 = 0 

dp? ни dp dp 
d^? dx dx" 

dp? tT, dp = 0 

2,3 
d^x з dx” dx” 20 (3.5.38) 





dy ^1 и ар dp 
注意 到 指标 (0,1,2,3) 分 别 对 应 于 (tr;6,A) (比如 To =T, Г, 
=), x =t, х1 =r, x? 50, х? = А, АШ 
dt ' dt dr 








0 = ар +5 B арар (3. 5. 39a) 
"iria лы) cr e в) taa] G3.5.39%) 
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d^8 2 аваг 4А \? 
0 gp + 一 r dp dp - singcosg| m (3. 5. 39c) 
аА 2 dA dr dA db 
= СА р EAA осо СА 98 ‚5. 
dp? + 了 dp dp + 2cotÜ dp dp (3. 5. 39d) 
例如 ,方程 (3.5.39b) 可 推 证 如 下 
dus, фе” _ 
dp! ^" dp dp 
dêr qv, dide” ppr Arde” p, dde" |, dA da* _ 
dp? tv dp dp wd dp v dp dp Av dp dp 
dr dt? dr? dg? dA? 
bud r кл г ar r ov r чл = 0 
"RD «3:) +T (2) +T (я) *rT'( 3) 


2. , 2 dr r 2 rsin? 2 

ast) tup) (30) л (ы) =0 (3.5.40) 

上 式 的 最 后 一 式 即 方程 (3. 5. 39b) 。 其 他 几 个 方程 的 推 证 略 去 。 
我 们 考察 粒子 绕 中 心 天 体 的 运动 。 假 定 中心 天 体 产生 的 引力 场 

是 静态 球 对 称 的 ,这 时 ,可 以 认为 粒子 的 轨道 始终 处 于 一 个 平面 。 不 

失 普 遍 性 ,假定 粒子 的 运动 轨道 在 赤道 面 内 , 即 


= 工 ‚5.41 
9 = 5 (3 ) 


这 相当 于 已 解 出 了 一 个 以 p 为 参数 的 函数 0(p), Ө(р) 为 常数 。 由 
方程 (3. 5.394) (3. 5. 39a) ,得 (注意 d9=0) 
dA 1 ,2d 
dp? dA/dp r dp 
d: 1 B' dr 





4р2 ddp B dp 0 (3.5.42) 
即 
d(, dA _ 
al In dp 十 Inr?) = (3. 5. 43a) 
dí, dt _ 
ар" 35 +2198) = 0 (3. 5. 43b) 
分 别 积分 方程 (3. 5. 43а) (3. 5. 43b) ,得 到 如 下 两 个 微分 方程 
P.I (3. 5. 44a) 


dp 
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dt C 
dp "UB (3. 5. 44b) 
其 中 J 和 C 是 常数 。 

H + p 是 任意 选 定 的 参数 ,可 以 将 常数 C 吸收 到 p 中 去 , 故 方程 
(3.5.44b) 又 可 写成 


dt 1 

P "Ug (3.5.45) 
但 需 注意 ,不 能 同时 将 J 吸收 到 p 之 中 。 将 方程 (3. 5. 41)、 方 程 (3. 
5. 44а) 和 方程 (3.5.45) 代 入 方程 (3. 5. 39b), 得 
d?r А’ dr 2 J В' _ 
FAREN -PA t AR ` (3.5.46) 


在 上 式 两 边 同 乘 以 24dr/dp ,可 得 (注意 到 4'= dA/dr, B'- dB/dr) 





dr d?r dAjdr? 22 dr 1 dB 
стег (Sr а Sr. S 20 (3.5.47 
dp dp? ap qz) г? dp tg dp ( ) 
因此 
dp,[d2 J 1 
ap ^a) +27 2) = 0 (3.5.48) 
积分 ,得 
d? P 1 
A[ 7) + 二 -二 =-Е 3. 5. 49 
(T) t B ( ) 


其 中 是 积分 常数 。 
将 方程 (3. 5. 41) 方程 (3. 5. 44a) 和 方程 (3. 5. 45) 代 入 方程 (3. 
5.1) ,得 


4т? = B( Lap) - Adr? - PZ) ар (3.5.50) 
r 


再 将 方程 (3. 5. 49) 代 入 上 式 , 得 


2 1 Adr? Р 2 2 
二 — —— 一 一 一 = Ed 3.5.51 
dr - | 2 jd p ( ) 


由 上 式 可 知 , 积 分 常数 E>0。 对 于 有 质粒 子 , E >0。 对 于 光子 ， 
E =0( 因 为 光子 的 运动 方程 由 dr =0 决定 )。 

车 以 时 间 i 为 参数 ,基于 方程 (3. 5.45) ,可 以 将 方程 (3. 5. 44a)、 
(3.5.49) (3.5.51) 分 别 改 写成 如 下 形式 : 
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п = ВЈ (3. 5. 52) 
Ardy? J 1 
— S 一 -二 = 一 万 3.5. 
rien + 2 B ( 33) 
dr? = EB? dt? (3.5.54) 


方程 (3. 5. 53) 给 出 了 以 1 为 参数 的 轨道 。 者 考虑 +r 是 入 KIR 
数 , 则 由 方程 (3. 5. 52) 和 方程 (3. 5. 53) 得 


А (ау l l рир 
AU) + zp T (3.5.55) 
上 式 可 通过 积分 方式 求解 , 即 先 写 出 
dr _ E 1 1 үгүт 
à clo tuu (3.5.56) 
再 根据 上 式 积分 ,得 
À = |—— 一 (3.5.57) 
{1 E lp 
Er P z] 


以 后 求解 光线 偏转 以 及 轨道 近 点 进 动 时 都 要 用 到 此 方程 。 
3.5.4 光线 偏转 


在 无 引力 空间 ,光束 沿 直线 传播 。 存 在 引力 场 时 ,光束 受到 引力 
作用 而 弯曲 (参见 图 3. 5. 1)。 我 们 考虑 光束 掠 过 中 心 天 体 M 表面 
时 的 情形 。 由 于 光子 的 运动 方程 由 dr? =0 决定 ,因此 ,根据 方程 (3. 
5.51), 已 =0。 为 了 求 得 积分 常数 1/, 考 虑 光子 掠 过 M 表面 时 的 那 一 
点 。 在 这 一 点 ,根据 光线 路 径 的 对 称 性 , r 作为 A 的 函数 应 该 取 极 
值 , 即 有 





dr 

di un = 0 (3.5.58) 
将 上 式 代 入 方程 (3. 5. 55) ,得 (注意 到 下 =0) 

1 1 

d ED 20 (3. 5. 59) 


其 中 ro 对 应 于 极 值 点 。 由 此 得 到 
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(3.5.60) 
VBo 
其 中 


Bo = B(ro) 


(3.5.61) 
光子 从 无 限 远 行进 到 > 处 所 偏转 的 角度 由 方程 (3. 5. 57) 给 出 
(注意 E=0, 并 将 方程 (3. 5. 60) 代 入 ) 


AQ) -AQO Lus = 三 一 一 


(3. 5. 62) 
恒星 5 (D 





С) 看 到 的 恒星 5 


太阳 


观察 者 «р 


图 3.5.1 人 恒星 3 发 射 的 光线 受 中 心 天 体 ( 例 如 太阳 ) 的 影响 ,光线 发 
生 弯 曲 ( 偏转) ,由 观测 者 看 到 的 星体 的 位 置 是 直线 所 示 的 
位 置 , 即 图 中 的 5S' 


由 于 光线 具有 可 逆 性 ,因此 光束 从 无 限 远 到 >=ro 处 所 偏转 过 
的 角度 与 从 >= ro 到 无 限 远 处 所 偏转 的 角度 相同 。 如 果 光 束 是 站 
线 ,从 无 限 远 处 到 ro 处 A 角 的 变化 应 该 是 mw/2。 因 此 ,光束 掠 过 质 
Ik M 的 总 的 偏转 角 为 


ДА =2|AÀ(ro) -Asl -7 (3. 5. 63) 
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由 Robertson 展开 式 (3.5. 32) , 取 至 GM /r B Z ,有 











B(r) = 1 2204 (3.5.64) 
AG) = T (3.5.65) 
由 此 可 以 求 出 
2 Bo Q 01 -2a6M/n 
B 2 1-2а6М/т ` 
2 
=—(1 -2aCMvro + 2aGM/r) - 1 
70 
г? г 
[= 2 вм(® - — 
(= 1)- а rà ES, 
r? 2aGMr 
=|{ 志 -1 
(5 jb -| 
АЎ (ғ) =1 +y (3.5.66) 
将 上 边 两 式 代 和 方程 (3. 5. 62) ,得 
L 
А (г) = А, =| 工 4 rdr 
(5 | | 2aGMr | 
r—-1 - 
гё ro (r + го) 
_ bi 1 CM aGMr 
=Í E (1 ty r Е |а" 
(жс!) 
70 
=; 1 [1 УСМ aGMr абм jar 
r E + r turn) 
(5-1) 
70 
其 中 
Ы 1 = 1 
I, =f ; Tdr = rof 7 rdr 
r 2 r(r^ = г)? 
G= 
ro 
=ro L arcsec -— "4. arcsec — (3. 5. 68a) 
ro rol; 2 ro 
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L = — Mar = rGu dr И 
г г? 2 r r 2 p i 
(жс!) "(3 -1 
9 0 
fs rgsecOtang 
= УСМ | — —— — (h E ACIE BEIC r = rosec0) 
6, г2вес20( sec?g — 1)? 
名 _ 
rer cos0d0 = YCM пө 0, =F 
ro 0, ro 
==: ~ sin( arcsec —)| (3. 5. 68b) 
ro ro 
L, =f 1 I aGMr - aM (^ 1 -dr 
r p + ro(r * rg) rg Jr E L 
(2-1) Gn -1) 
To г2 
бк rasec0tan0 бы 
sev | TEE (1- 1 jas 
ro Је (rosec0 + ro)tan@ ro Ja зес@ + 1 
aGM Ox cos0 
= -0,-| oT 3. 5. 68 
ro [^ 0, f, гоо + 196] ( | с) 


其 中 


f 
0, 


故 有 


cos0 ө 
E999 dd = | 
cos0 + 1 d e 


2 


cos KA — sin 0 
2 


r 2cos? D. -1 +1 


2 
二 dg = f. (+ 一 pun! 2.Jae 








1 t 0 
= 一 一 d — = 
2 (0, 0.) Í, I r ( > tan ) 
1 = 1 
=-—(Ө#Ө„ -0,) – (t¿ -—-t,) + dt 
2 ( ) ) |, 1+? 
= (0. - 0.) — (ta —t,) + arctant ta 
1 0 0 0 0 
= — 0. 一 0, - ( Ф _ а *( ° _ "| 
7( ) tan > tan 2 > 2 
Ө, 
= 0. 7 0, 一 (тал — — tan =) (3. 5. 69) 
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BE 








I df = dq x) 2 C т, =) 
3 ro an > an э To an 4^ an > 
«СМ 1 r 
= 一 一 | 1 - 一 — 3.5.70 
г, | tan[ 2 arcsec —)| ( ) 


将 方程 (3. 5. 68 ) 代 人 方程 (3.5. 67) ,得 
A(r) -A(@% ) =Í +L , +1, 


205 — arcsec — 4 YeM | 一 sin( arcsec 二 )] 
2 ro 70 70 





«СМ 
+ 
70 
取 方 程 (3. 5.71) 中 的 r=ro, 并 将 其 代入 方程 (3. 5. 63) ,就 得 到 了 光 
线 掠 过 中 心 天 体 表面 总 的 偏转 角 为 


yGM + аем) x = 4GM а + y 
го 2 


[1 一 tan( —aresec 2) (3.5. 71) 


AA -2x 5 +2( 





To To 
(3.5.72) 
爱 因 斯 坦 (Einstein,1915a,b) 给 出 的 结果 没有 因子 (w+7y) / 2, 

因为 按照 爱 因 斯 坦 广 义 相 对 论 , a =y =1。 以 太阳 为 例 

М = М; = 1.977 x 103g, ry = R; = 6.95 x 105km 
(3.5.73) 
注意 到 光速 单位 制 , 当 a =y=1 时 ,可 以 算出 Ag =1.75”。 

Н 1919 年 至 1975 年 的 日 全 蚀 期 间 , 已 进行 了 十 几 次 有 代表 性 

的 观测 ,其 结果 大 多 落 在 1.7” 与 2.0" 之 间 , 见 表 3.5.1。 


表 3.5.1 历次 日 独 期 间 太 阳 引 起 的 星光 偏 折 观 测 ( 秦 荣 先 , 阅 永 廉 ,1987 ) 


CO 
на [5M 观测 地 点 gu| КИ |o. ap) 
序号 半径 为 单位 ) 

1919.5.29 | 1 Sobral 5 | 2-6 1.98 +0.12 
2 Ргіпсіріе 5 2-6 1.61 +0. 30 

1922.9.21 | 3 澳大利亚 92 2.1-14.5 1.72 £0.11 
4 澳大利亚 14 52.1 -42 1.82 +0.15 

5 澳大利亚 14 2-10 1.18 -2.35 
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续 表 


























日 食 "(以 太阳 | Ah( 角 秒 ) 
半径 为 单位 ) 

澳大利亚 1.42 - 2.16 

1929.5.9 Sumatra 1.5 -7.5 2.24 +0.10 
1936.6.19 | 8 苏联 25 2-7.2 2.71 +0.26 
9 日 本 - 4-7 1.28-2.13 

1947.5.20 | 10 巴西 51 3.3 -10.2 2.01 £0.27 
1952.2.25 | 11 苏丹 10 2.1-8.6 1.70 €0. 10 
1973.9 毛里 塔 尼 亚 60 2-10 1.66 +0. 18 
1974-1975 Green Bank , West Virginia | - - 1.761 +0. 016 





3.5.5 粒子 轨道 的 近 点 进 动 


考虑 粒子 绕 中 心 天 体 的 运动 。 假 定 中 心 天 体 产 生 的 引力 场 是 静 
态 球 对 称 的 , 按 牛顿 理论 ,粒子 的 运动 轨道 是 标准 椭圆 ;但 按照 广义 
相对 论 ,粒子 的 运动 轨道 并 不 是 标准 椭圆 。 粒 于 每 绕 中 心 天 体 转 一 
图 ,轨道 的 长 半 轴 (或 短 半 轴 ) 方 向 就 向 前 进 动 一 个 角度 。 在 假定 飞 
行 粒子 (行星 ) 处 于 中 心 天 体 ( 太 阳 ) 赤 道 平 面 的 情况 下 ,这 个 角度 可 
通过 长 半 轴 (或 短 半 轴 ) 方 向 的 经 度 的 变化 来 描述 ;因此 ,可 将 此 进 
动 角度 记 为 AA( 参 见 图 3.5.2)。 下 面 来 推算 这 个 量 。 

假定 行星 处 于 太阳 赤道 平面 内 , 即 0 = "mw/2。 将 r 视 为 A 的 函 
数 ,在 轨道 的 近 点 和 远 点 ,r( 和 A) 达 到 最 小 值 rw 和 最 大 值 rr。 因 此 ， 








在 这 两 点 r(A) 取 极 值 , 即 有 
dr _ d|. _ 
Жу “лз, ` (3.5.74) 
将 上 式 代 和 人 方程 (3. 5. 55) ,得 
2 
二 -元 -E (3.5.75a) 
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BN 
< ) 


图 3.5.2 以 太阳 为 焦点 ,行星 绕 太阳 运 行 的 轨迹 是 椭 贺 。 假 定 在 :=0 时 刻 , 行 
星 P 位 于 近日 点 (简称 近 点 ) ,那么 ,行星 每 环绕 太阳 转 一 圈 , 它 就 向 
前 ( 逆 时 针 方向 ) 进 动 一 个 微小 角度 SA; 假 定 历经 一 百年 ,行星 共 环 绕 
太阳 转 了 AN 图 , 则 近 点 进 动量 为 AA = МА 


J 
Ff _ С =E 3. 5. 75b 
ry Bu ( ) 
其 中 
B, = B(r,) (3.5.76a) 
Bu = В(гу) (3. 5. 76b) 
由 方程 (3. 5. 75) 得 
non 
к Pu Bm (3.5. 77) 
i гї = r v 
1lJeCO 1 
B. B 
P = = (3.5.78) 
l 1 
Hood 


按 牛 顿 理论 ,粒子 从 近 点 到 远 点 历经 的 角度 为 5; 但 按 广 义 相 对 论 ， 
粒子 从 近 点 rm 到 远 点 rm 所 历经 的 角度 为 A(ry) -A(r,)。 因 此 , 粒 
子 转 这 一 圈 之 后 ,多余 的 进 动 值 为 

AA z2]lA(ry)-A(r,2|]- 2m (3. 5. 79) 
以 rn SEE SR CB A Cr) 20) ,由 方程 (3.5. 57) ,粒子 在 位 置 r 处 时 
转 过 的 角度 为 
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AG) - AG) - [ — Ar - f A? dr T 
"да Е L K Ey 
РВ P г? РВ P 
(3. 5. 80) 
根据 Schwarzschild HE 33 (3. 5. 30) ,得 
-1 
в = (1 -?©М), A = [1 - 289) (3. 5.81) 
r r 
取 至 一 阶 近似 ,有 (论证 见 后 ) 
B! = 1 , 2CM +a( M} (3. 5. 82a) 
г г 
A* = 1 „ Си (3. 5. 82b) 


于 是 ,将 方程 (3. 5. 82) 分 别 代 入 方程 (3. 5. 77) 和 方程 (3. 5.78) ,得 

















2 1⁄2 2 1⁄2 
[1 ,26M „4CM )- (1 ZCM 48) 
Ty rm m rn 
7 2-12, 
2 -r2 «26M(r, - 
-H crm OCM Cw т) 240, 26M (s s вза) 
ry = Tu rz tT. 
26M 4C2M2 26м 462М? 
(1 + — + 5 )- U + + 2 
P = m Tn "м Гм 
11 
ка 
2см(1. - 2) + 4C M (三 - =) 
Tm Гм г2, г2, 
- l 1 
2 A 
— + 46?М? (3. 5. 83b) 
一 十 
Tu Ty 
由 方程 (3. 5. 83), 得 
г? Er? 1 5 2GM Er? , 
pp p l - [1 + - + ACH) - т -1 


= (26м! + 46?М?) -Žr -1 
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1-Е, 2GM ` 4G2M2 
=— r“ + 




















P P ”天 
zar? + br +h (3.5.84) 
其 中 
1-E 26M 1 
"TUR ner 7 (3. 5. 85a) 
2GM 
Ь = p (3. 5. 85b) 
462 М? 
h = po” (3. 5. 85c) 
将 方程 (3. 5. 84) (LAT (3. 5. 79) ,得 
> 1 + СИ 
AG) - A(r,) = | 一 一 一 一 一 一 = q, + GMg, 
^ r(ar? + br +h)? 
(3. 5. 86) 
其 中 
q, = f — 1 ud (3. 5. 87a) 
m r(ar? + br +h)? 
q = | —— i (3. 5. 87b) 
о (а + br + h)? 
由 于 
2 172 
h = -1«0(-J > 4G2M2) 
(4ah) J* 24 2€M (p -4G2102) 
Гм + Р 
.4,.26M 26м _ 1 46м? 
Ty tr l L (ry + г, )2 
"м Tm TAT m 
Armm 
= -一 一 一 一 (812)2 < b2 ft (3.5.88) 
(ry + гь)? 
因此 


b? > dah. 


(3.5.89) 
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查 积分 表 ( 王 连 祥 等 1979 ‚р. 264) ,可 给 出 表达 式 (3.5.87) 的 积分 结 








果 
q, = l arcsin — + 2^ _ f (3. 5. 90а) 
-h rb? — rah "= 
Jar? + br +h b 
q, = 一 hr | 7 5р1 (3. 5. 90b) 





























2ryr, |! 
T 一 
== | — arcsin м * Tm 
/1 - 462M2 J 2 „ги T Tn 
rw tT. lra 
Aram 27,7, 
_ 1 EL гм t Ta EM гм Ty 
= aresin ——  . - arcsin 
1 - 4G2M2 J 2 А Tu Tg м 7 Tm 
| “лы * Ta T opa T Um 
1 | . 
=————aarcsin(1) ~ aresin( ~ 1)1 
Ji - 462M2 7 
T (3. 5. 91a) 
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Мат br, +h ar) *br, +h b T 





4; m hry hra 2h 1 - 4G2M2 J -2 
.,0 ,0 ,6M 2.2 [-25 -1 т 
= ку Lt ROT ~ 46? М2?) ACA 
-GM(1 - 4G2M2J-2) + J-2 (3. 5. 91b) 
由 于 
4G2M2J-2 << 1 (3.5.92) 
因此 
1 = (1 26M? J7)m 
= 242. ll ‚1 
[1 +26%м° xy x usu 
=т +26М--т (3. 5. 93a) 
q, -[GM(1 +6G2M2J-2)]J 22 
Ü (1 1 -L 
“CM cuiu +5)" = тт (3. 5. 93b) 
其 中 
_ {1/1 түү 
“= [去 (二 + 元)] (3.5.94) 
是 半 正 焦距 。 将 方程 (3. 5. 93) 代 人 方程 (3. 5, 86) ,得 
AC.) -А(т„) = + + GMT 
=т + (3.5.95) 
于 是 ,由 方程 (3. 5.79) ,粒子 转 过 一 圈 之 后 多 余 的 进 动 值 为 


AA =2[А(т) - А(т„)|-2т = TM 


这 个 方程 给 出 了 一 个 粒子 (或 行星 ) 绕 中 心 天 体 旋 转 一 圈 之 后 的 多 
余 进 动 值 ,通称 (广义 相对 论 的 ) 轨 道 近 点 进 动 。 

在 前 面 的 推导 过 程 中 , B (r) RE GM/r 的 二 阶 项 ,而 VACr) 只 
取 到 СМ/т 的 一 阶 项 ,这 是 因为 8"! 处 在 分 母 中 的 一 个 代数 算式 中 ， 





(3.5.96) 
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这 个 算式 将 8-! 的 主 项 相互 抵消 了 ;而 YA(r) 处 在 积分 号 内 的 分 于 
上 , 取 至 一 阶 项 就 足够 了 。 论 证 如 下 : 


21. 
„ ( - 2“) ? 





AG) -A Crm) =f 4 


T r(ar? + br + А)? 














GM з GM 
1 +— ++ 
-六 r 2 r dr 
T r(ar? + br + h)* 
la. 
_6TCM +-у6°м?[“* г? 
L 2 Tm (ат? + br + h)* 
(3.5.97) 
H + 
1 G? M? [Tu dr G? М? 
—dr > > f. 2 r m 
cun |" г? M "'m r(ar^ + br + c) M 
Ta r(ar? + br + һут < см, ағ _ en 
rm Tm r(ar? + br +h)? г Í 
(3.5.98) 


而 这 两 项 均 远 远 小 于 6mCM/L。 因 此 ,无 需 考虑 АТ 展开 式 中 关于 
GM/r 的 二 阶 项 。 这 也 是 我 们 写 出 方程 (3. 5. 82а) 、(3. 5. 82b) 的 原 
因 。 

车 用 轨道 的 长 半 轴 а 和 偏心 率 。 表示 , 则 

ry=(1+e)a, г, = (1-e)a, L=(1 -e)a (3. 5. 99) 

以 水 星 绕 太 阳 转 动 为 例 ,可 算出 水 星 每 绕 太 阳 一 圈 近 日 点 的 进 
动量 为 0. 1038"( 角 秒 ) , 进 动 的 方向 沿 水 星 运动 方向 。 由 于 水 星 一 
年 绕 太阳 转 4. 15 图 ,因此 ,水 星 近日 点 每 100 年 的 进 动量 约 为 43”。 
# 3. 5.2 给 出 了 水 星 .金星 、 地 球 和 Icarus 星 的 近日 点 进 动 值 。 
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BE 


表 3.5.2 行星 近日 点 多 余 进 动 的 理论 值 和 光学 观测 值 ( 取 自 Weinberg,1972) 













Ap( 角 秒 / 百 年 ) 
观测 值 
43. 11 +0.5 


轨道 长 半 轴 
a(10fkm) 














8.4 +4.8 
5.01.2 


9.8 +0. 8 





如 果 考 虑 人 造 地 球 卫 星 绕 地 球 的 转动 ,会 有 什么 结果 了 呢 ? 证 我 


们 来 估算 一 下 。 假 定 人 造 卫 星 的 半 正 焦距 上 = 10000km, 

_ 6 x 107g 

2 x 1033 g 

是 用 太阳 的 质量 M, 表示 的 地 球 质 量 (6 x 102 g 是 地 球 质 量 ， 

2 x103g 是 太阳 质量 )。 为 了 利用 前 商 对 水 星 进 动 的 计算 结果 , 设 

Ly 是 水 星 轨 道 的 半 正 焦距 。 由 于 Lo =(1-е*)а=58 x10skm, 因 此 ， 
绕 地 卫星 的 半 焦 距 可 表示 成 

= x ELT - ss x 1021, (3. 5. 101) 

由 此 可 算出 人 造 地 球 卫 星 每 转 一 圈 它 的 近地点 将 向 运动 方向 进 动 的 

角度 为 


М, = 3 х10-6М, (3. 5. 100) 





6nG .3 x1075M 6nGM 
AÀ - 10м = —  — = = 174 x 1074 277+ 
zg х 10 ?L, 0 
^0. 172" x 10 2 (3. 5. 102) 


nf JL, TERR- B B BJ E 5 ff BE 7g 0. 172”, PARA ,这 是 假定 地 球 为 
均 质 圆 球 的 情形 。 


3.5.6 时钟 . 量 杆 及 引力 行为 
采用 Schwarzschild 度 规 (3. 5. 29) , 原 时 可 写成 
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dr? = (1 - 26M ar? - (1 - гем) dr - 2402 — r2sin20dA2 
r r 


(3.5.103) 
采用 Schwarzschild 度 规 意味 着 仅 考虑 由 均 质 圆 球 产生 的 球 对 称 静态 
引力 场 。 

考虑 时 钟 在 引力 场 中 的 变化 效应 。 设 有 两 个 完全 相同 的 时 钟 
C, 和 C,, 将 它们 校准 之 后 分 别 置 了 于 A 和 x* 处 。 假 定时 钟 没有 空 
间 坐 标 移动 ,只 有 时 间 流 逝 ,那么 ,时钟 C, F C, Æ xt A xH 处 的 原 
时 间隔 分 别 由 下 式 给 出 





dr? =(1 - 26М)ар (3.5. 104) 
r 
dr? = (1 -Aar (3.5. 105) 
r 
由 于 ат”? = dr? ,因此 
(1 - 27) ат = (1 - 2CM) qy? (3.8.106) 
或 写成 
‚_ 26MA?(,. 2CM -7 
dt = (1-22) (1- 7) dr (3.5. 107) 
准确 到 GM/r,18 | 
dr = (1 -CM «Sa (3.5. 108) 
r r 


假定 在 r= оо 处 的 时 钟 的 单位 秒 长 为 At, 那 么 ,在 r=r' 处 时 钟 的 单位 
秒 长 为 f 
Ar = (1 + 2) ди (3.5.109) 


上 式 表明 ,在 引力 场 中 ,时 钟 的 单位 秒 长 变 长 了 。 也 就 是 说 ,时 钟 在 
引力 场 中 变 慢 了 。 离 开 中 心 天 体 越 远 (从 而 引力 位 越 高 ) ,时 钟 的 运 
行 速率 越 快 。 

时 钟 的 运行 速率 在 引力 场 中 的 变化 与 引力 频 移 密切 相关 ,参见 
3.1.5 节 。 

设 有 一 标准 量 杆 工 ,考虑 它 的 瞬时 度量 。 假 定 对 工 的 两 个 端点 A 
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M B 同时 度量 ,并 假定 工 足 够 短 ,那么 , 4 和 8 之 间 的 空 时 间隔 为 
ат? = (1 一 ZCM) а - (1 - eem "ap - r?d8? - r?sin?gdA? 
(3. 5. 110) 
由 于 是 有 瞬时 度量 ,因此 а =0, 即 有 


-1 
dr2 =- (1 - 26м) dr? - 2462 — г?5іп208А2 (3. 5.111) 
n 


当量 杆 置 于 x* 处 时 ,有 


dz"? =- (1 一 





-1 
| dr? — г240'? — r'2sin20'dA "2 


(3. 5. 112) 
由 于 dr” = dr ,由 上 边 的 两 个 方程 得 
-1 
(1 一 2d dr? + r2d02 + r?sin?8dA? 
7 
-1 
= (1 一 26и) dr? + г'20'? + r"?sin?g'dA"? 


r' 


(3. 5. 113) 
当量 杆 在 两 处 均 为 横向 ( 即 垂直 于 r 方 向) 放置 时 ,由 于 dr = dr 
=0, 因 此 
r2d02 + r2sin20dA2 = г24ф'? + r'2sin20'dA 2 (3.5. 114) 
这 个 方程 的 左边 正好 是 工 ,右边 是 二 ,因此 , 量 杆 横向 放置 时 无 论 在 
什么 位 置 都 一 样 。 
当量 杆 在 两 处 均 为 径 向 放置 时 ,由 于 40 = 40' -0, dA = дл’ =0， 
dr=L,dr' =L', 因 此 有 


(i-29 = (1 -2 r (3. 5. 115) 
Вр 


P- (1 - 2®М\ (1 - 204) L (3.5.116) 





准确 到 GM /r ,得 
L = (1 SM en, (3.5.117) 
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假定 无 穷 远 处 的 量 杆 长 度 为 Lo MA 
L' = (1 一 
这 个 方程 表明 ,当量 杆 沿 径 向 放置 时 ,尺度 按 因子 (1 - СМ/т') 收缩 。 


若 将 x'"# 处 径 向 放置 的 量 杆 与 a^ 处 横向 放置 的 量 杆 比较 , 则 有 
如 下 结果 


Lo (3. 5. 118) 








(1 - 260): L'-L (3.5.119) 
Вр 
L = (1 -ZL (3.5.120) 


又 因 横 向 放置 的 量 杆 与 位 置 无 关 , 因 此 ,即使 在 同一 点 上 ,一 个 量 杆 
沿 横向 放置 时 的 长 度 芝 与 它 沿 径 向 放置 时 的 长 度 性 之 间 也 由 方程 
(3.5. 120) 给 出 。 
关于 量 杆 的 收缩 效应 ,目前 尚 没 有 任何 实验 证 据 。 
下 面 我 们 考虑 牛顿 引力 有 何 变 化 。 按 牛顿 理论 ,单位 质点 在 空 
间 一 点 受 均 质 圆 球 的 引力 可 表示 为 
F = - т =- (27) (3.5.121) 
其 中 
o =-°М (3.5.122) 


是 牛顿 引力 位 , r 是 由 坐标 原点 指 至 质点 的 向 径 (矢量 ) , 
在 广义 相对 论 中 , &,, 具 有 引力 位 特征 ,而 T%,, 具 有 引力 特征 。 
Bt Schwarzschild 度 规 ,对 引力 位 起 作用 的 是 zo fü gi(&,, 的 其 他 分 
量 均 为 零 ) 。 对 引力 起 作用 的 分 量 有 13 个 ,由 方程 (3. 5. 9) 给 出 。 
如 果 选 定 一 个 固定 方向 Ө = r/2, 风 有 10 个 分 量 起 作用 ,这 只 要 考察 
一 下 由 方程 (3.5.9) 给 出 的 13 个 分 量 即 知 (最 后 3 个 分 量 为 零 ) 。 
下 面 考 虑 粒子 沿 径 向 运动 的 情形 ( 即 自 由 下 落 运动 )。 粒 子 的 
运动 方程 由 式 (3. 5. 39b) £56 18 , BD 
d?r i dri? r 2 sin? 2 В! 2 
atu) cx) cru) *sa[3) 
(3. 5. 123) 
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由 于 是 径 向 运动 , 9 和 为 常数 , 故 上 述 方程 可 写成 
d?r dri? dt _ 
EE [ 5) "x = 0 (3. 5. 124) 
或 以 时 间 上 为 参数 ,可 改写 成 
d?r A' dr 2 B' 
4 tala) *54 
在 上 面 方程 的 两 边 作 用 2A ,注意 到 4' = d4/dr 和 B' = dB/dr, 即 
可 完成 下 述 推演 


=0 (3. 5. 125) 


dy/ dr дА аг dB/ аг 
4 | aata dt 


dil dt 
d n? 
al^) +] =° 
2 
A[ S) +В =С, (3. 5. 126) 
其 中 C, 是 积分 常数 。 
由 上 述 方程 中 的 最 后 一 个 ,得 


dr C, -BY 
à (2) 
按 通常 的 约定 (r 由 球 心 指向 外 ) ,方程 (3. 5. 127) 的 右 端 取 负 号 ( 因 
为 粒子 自由 下 落 随 着 时 间 的 增加 ,r 单调 减 小 ) , 即 





(3.5. 127) 





а: - (228) (3. 5.128) 
fir EX ,得 
t-t =- (222) 二 (3. 5. 129) 


其 中 to 对 应 于 roo 
假定 r=ro 时 to。=0, 这 时 ,粒子 的 初速 度 为 零 。 由 方程 (3. 5. 
128 ) 得 
C, = B(rg) (3. 5. 130) 
方程 (3. 5. 129) 给 出 了 粒子 随时 间 的 变化 规律 。 但 就 目前 讨论 
的 问题 来 说 ,没有 必要 求解 方程 (3. 5. 129) 。 如 果 将 drsd? 解释 为 
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粒子 的 下 落 加 速度 ,那么 ,根据 等 效 原理 ,粒子 必定 受到 一 引力 作用 ， 
其 大 小 由 下 式 确定 (见方 程 (3.5. 125)) 


d?r A'(dr? B' 
Au 7c» - 34 = fç (3.5.131) 


将 方程 (3.5. 128) ,(3. 5. 130) 代 入 上 式 , 便 得 到 粒子 位 于 r 处 时 所 受 
到 的 引力 (顾及 方程 (3. 5.28) ) : 


























A'd? B  A'B(r)-B(r) В 
fe = -53a 3) 2А 2A А(т) 2А 
_ 1 2GMy2 d 2GMy -1 26M 2GM 
7 > Í 7 r sl (1 7 r ) 1[- го + r | 
1 2GM ^"! d 2GM 
-全 
_ 1 2см, 26M 26M) 1 | 2СМ\2СМ 
= — -一 一 一 | 一 + 一 -一 | - — 1 _ == 
2 p ro r 2 r г? 
_ _ GM ZCM бм 2 SM _ СМ) (3.5.132) 
т? г? r г? r To 
取 粒 子 在 开始 运动 时 的 状态 , 则 
f, = - SM , 26M GM (3.5.133) 
r r r 
或 写成 矢量 形式 


fc =- 27, + Mu eT (3.5. 134) 

比较 方程 (3. 5. 134) 55 Jj 2 (3. 5. 121) 可 知 , 按 广义 相对 论 ,在 

处 的 引力 比 牛 顿 引 力 多 出 一 项 (2C2M2/r)r。 确 切 地 说 ,从 数值 上 

来 看 ,r 处 的 引力 值 , 按 广义 相对 论 计算 要 比 按 牛 顿 理论 计算 小 一 个 

量 26*M?/r。 以 地 球 表面 为 例 , 假 定 按 牛顿 理论 计算 ,地 球 表面 的 
重力 加 速度 (忽略 离心 力 ) 为 


GM 
z, = 7 ~ 10/5? = 10°Gal (3.5.135) 





那么 , 按 广义 相对 论 计算 (注意 CM/r 应 采用 光速 单位 ,即将 国际 单 
位 除 以 光速 c 的 平方 ) ,应 该 是 


8, = 10? Gal - 


26M озса 
- 
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EN 


=103Gal -2 x ($ x 10-5) x 10? Gal 


-10?Gal – 1.3 x 10-6Gal (3. 5. 136) 
可 见 ,广义 相对 论 与 牛顿 理论 的 差异 在 地 球 表面 达到 微 伽 级 (1Gal = 
10pgal。 这 个 量 级 超过 了 (大 于 ) 目 前 的 观测 精度 量 级 。 目 前 , 超 导 
重力 仪 的 观测 精度 已 达到 几 十 到 几 个 纳 佑 ( 即 10-?Gal) 量 级 ( 孙 和 
Æ, 2004; GWR homepage, 2007) , 
若 估算 广义 相对 论 对 重力 场 的 影响 ,可 按 下 式 进 行 


26M 10-9 (3. 5. 137) 








Е, 
因此 , 当 精 度 要 求 高 于 10 ^g (g 是 牛顿 重力 加 速度 ) 时 ,需要 考虑 广 
义 相 对 论 影响 ,换言之 ,应 该 以 广义 相对 论 为 基础 进行 计算 求解 。 我 
们 将 在 第 4 章 详细 讨论 相对 论 重力 测量 。 
3.5.7 粒子 自 旋 的 进 动 效 应 
我 们 考虑 带 有 自 旋 的 粒子 (比如 陀螺 ) Schwarzschild 度 规 场 
中 的 自 旋 的 进 动 。 在 3. 3. 3 节 我 们 曾 讨 论 了 自由 运动 粒子 的 自 旋 
S, 在 一 般 引 力 场 中 的 运动 方程 
D.S, = 0 (3. 5.138) 
其 中 D, 是 标量 协 变 导 数 算 子 (简称 协 变 导 数 算 子 ) 。 在 任意 参考 系 
x^ 中 写成 显 式 就 是 
Эн pe de -0 (3. 5. 139) 
满足 条 件 (3. 3. 17) ,得 
sS, = 0 (3. 5. 140) 
如 果 取 хе 为 地 心 准 惯 性 球面 坐标 参考 系 (x =, xl sr, x? = 00, х3 = 


A) , 则 仿 射 联络 T%,, 由 方程 (3. 5.9) 给 出 。 将 仿 射 联络 T%, 在 球 对 
称 引力 场 (参见 3.5.1 节 ) 的 具体 值 (3. 5.9) 代 入 方程 (3. 5. 139) ,并 
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es 


利用 条 件 (3. 5. 140) , 即 可 求 得 在 地 心 准 惯性 球面 坐标 参考 系 中 的 
自 旋 运动 方程 。 

对 于 四 维 矢 量 5, ,我 们 感 兴趣 的 是 三 个 空间 分 量 S; (= 1,2， 
3)。 由 方程 (3. 5. 139) 


45; e dx” 
4 7 r ir арӯс (3. 5. 141) 
其 中 参量 7 已 换 成 了 时 间 参 数 :。 由 方程 (3.5. 140), 得 
dx: i 
So =- Si = — Sw (3. 5. 142) 
将 方程 (3.5. 142) 代 人 方程 (3.5. 141 ) 消去 So ,得 
d$; Н dx" 0 
dt TP "dr rs, = dt rO S ) 
; at dt ахі. dx^ 
(3. 5. 143) 
н РГ, =0, To =0( 人 参见 方程 (3. 5. 9)), 上 边 的 方程 简化 为 
45; ; d ахі 
— = _— 0 => |$. 
dt [U i dt Га àc)5i (3.5.144) 
将 Schwarzschild 度 规 下 的 仿 射 联络 (3.5.9) 代 入 方程 (3. 5. 144) ,得 
dS; _ ; ах“ 0 dx 
de [Uu t rt) 
rr S5, + ro, S s, + ГА, 95, ~ pi, ds 
= lk dt 1 1k dt 2 ik dt 3 rt dt j 


-T".RS, € T7,08, + T^,AS, - Tt (FS, + 05, + А5) 


= 2228, + 165, + LAS, - ZGS, + 0S, + А8у) (3. 5. 145a) 


15; -dxf dx 
— = J — = 0 — ， 
dt [ 2k dt Го ars 
. dx dx dx* dx İs 
IU 51 + Ге 72-8, + Г, 77-8, -Ia FP 5; 


=- 105, + Lis, + cot ÀS; (3. 5. 145b) 
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15; ; dx 0 БЕЛ 
"dt (77 5 - 30 )5 J 


rsin?0* 


= - ——AS, - sin8cos0 ÀS, + (+ + cotO 6) S, 
r 


A 


(3.5. 145c) 


为 简单 起 见 ,假定 自 旋 粒 子 的 运动 轨迹 是 半径 为 > 的 圆 ,并 且 限 


定 在 0 = rz]2 的 轨道 上 。 这 时 , r 和 0 均 为 零 。 就 这 里 所 讨论 的 问 
题 来 说 ,上 述 假定 不 会 带 来 实质 性 的 影响 。 于 是 ,方程 (3. 5. 145) 可 


写成 
- lis, FAS 
ds 
dE =0 


按 Schwarzschild 度 规 
-1 
в-1-%0М 4 (1 200 


r 





因此 ,方程 (3. 5. 146) 可 写成 (一 阶 近似 结果 ) 





2GM 
48, 1 . ° r2 . 
de (AS ap 2e 
E 
; 


1 : GM, : 
=-[ CA) - 25-07) |s; 
Вр 
dS; 1 GMY, : 
deca ens 
dS, 
dt 
45, 
d 


=0 





pores 


(3. 5. 146a) 


(3.5. 146b) 


(3. 5. 146c) 


(3. 5. 147) 


(3. 5. 148) 


(3. 5. 149a) 


(3. 5. 149b) 


(3. 5. 149c) 
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方程 (3.5. 149 ) 给 出 了 粒子 的 自 旋 在 地 心 准 惯性 参考 系 中 的 进 动 方 
程 。 但 在 实际 应 用 中 ,我们 往往 是 在 随 粒子 一 起 运动 的 参考 系 ( 称 
之 为 共 动 参考 系 ) 中 考察 粒子 的 自 旋 运动 。 共 动 参考 系 的 原点 位 于 
粒子 附近 ,以 遥远 的 恒星 定向 。 这 里 需要 指出 , 按 广 义 相 对 性 原理 ， 
在 随 粒 子 一 起 运动 的 局 部 惯性 系 中 ,粒子 的 自 旋 不 发 生 进 动 。 否 则 ， 
将 违背 广义 相对 性 原理 。 因 为 按 广义 相对 性 原理 ,在 局 部 惯性 系 中 ， 
度 规 是 闵可夫 斯 基 度 规 m, , Ph CR GE S ГА, =0, 不 存在 任何 引力 
效应 使 粒子 的 自 旋 发 生 进 动 。 

我 们 知道 Schwarzschild 度 规 (3. 5.29) 或 (3. 5. 30) EB l ME 
惯性 球面 坐标 系 中 给 出 的 结果 。 在 共 动 笠 卡 尔 坐 标 系 中 ，Schwarzs- 
child 度 规 由 下 式 给 出 (Ohanian ,1976 ) 


~ (1 -2GM/r) + 4vGM/r о 0 
+ 406М/т + (1 + 26М/т) 0 0 
8 vy T 
“ 0 0 (1 +2GM/r) 0 
0 0 0 (1 + 2GM/r) 
(3.5.150) 
或 写成 
dr? = (1 -2бМ\аг Ваа, - (1 + 2EM) ca + dy? + 42) 
r r 
(3.5.151) 
其 中 
ъ= [£M (3.5.152) 
r 
利用 仿 射 联络 与 度 规 张 量 的 关系 
ГА, = Е pE d (3. 5.153) 
2 дх” дх# 9х 


可 计算 出 Tso EHR ГА, ZW ЖП ЖЖ RIEC. 5.138), іХ 


个 方程 在 任意 坐标 系 中 都 成 立 。 将 指标 提升 , 则 有 
DS = 0 (3.5.154) 
或 写成 


ps = S a ra, „05, = 0 (3. 5. 155) 
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同样 ,我 们 感 兴趣 的 是 三 个 空间 分 量 S: C 





dS: — _ i da^ ] i — «0 
dr r',; 45 7 Г rs (3.5.156) 
对 于 共 动 坐标 系 v UEBER 0,0,0) .因此 有 
dx” 
"dr = (1,0,0,0) (3.5. 157) 
或 
da (1,0,0,0 3. 5. 158 
"dt = ( У,у, ) ( е: ) 
由 方程 (3. 5. 158) ,得 
dx 
À A _ q0 
S d^ S (3.5. 159) 
但 S, 必须 满足 谐 和 条 件 (3. 5. 140) 
dx^ 
5, а = 0 (3. 5. 160) 
或 写成 
dx, 
SA = 0 (3.5.161) 
由 方程 (3. 5. 159) 和 方程 (3. 5. 161) ,得 
59 = 0 (3. 5. 162) 
将 方程 (3. 5. 157) 8025 82 (3. 5. 162) 4 A (3. 5.156) ,得 
dS: _ { ах“ ç; í S 
dr =- 7 d? - Г“; (3. 5. 163) 





由 方程 (3. 5.163) 可 以 看 出 ,我 们 只 需要 计算 Tijo。 基 于 由 方程 
(3. 5. 150) 给 出 的 协 变 度 规 张 量 g,, 可 求 出 逆 变 度 规 张 量 ве", BER 
合 方程 (3. 5. 153) 即 可 算出 所 需要 的 Tio: 


3 _ GM 1 GM . 3 GM 

Г» =~ Iio = 205 ty Uu = 
(3. 5. 164a) 
DI'j =0, 其 他 情形 (3. 5. 164b) 


将 方程 (3. 5. 164) 4 AE (3. 5. 163) ,得 
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ds! ‚_ 3 GM 
"dr = 一 r! Ú S = 2° = S° (3. 5. 165a) 
2 
> =-T2oS' = 0 (3. 5. 165Ь) 
ds? ; 3 GM 
ud 7^ Ios =- > уз (3. 5. 165c) 
或 写成 矢量 形式 
dS _ 3 CM 
aT 2 (r xu) x S (3.5.166) 
方程 (3. 5. 166) 表明 , 自 旋 S 以 角速度 
о =3-°М, кь (3.5.167) 
2 p 


绕 着 r xv 方向 ( 即 轨道 面 的 法 线 方向 ) 进 动 。 这 一 进 动 称 为 测 地 进 
动 (De Sitter,1916)。 测 地 进 动 与 粒子 本 身 自 旋 的 大 小 无 关 。 根 据 
这 一 特性 ,对 于 一 个 惯性 导航 陀螺 来 说 ,不 论 它 的 旋转 速度 有 多 快 ， 
它 总 存在 一 个 恒定 的 进 动 效应 ,由 方程 (3.5. 167) 给 出 ,参见 图 3. 5. 
3。 比 如 ,对 于 一 个 离开 地 面 高 度 为 800km 的 绕 地 球 作 自 由 环行 的 
陀螺 来 说 ,如 果 它 的 自 旋 轴 位 于 轨道 平面 内 ,那么 ,陀螺 的 自 旋 将 以 
每 年 约 7"( 角 秒 ) 的 速率 进 动 。 对 于 沿 径 向 运动 的 陀螺 ,不 存在 测 地 
进 动 ,因为 在 此 情形 下 , r xv =0。 

自 旋 粒 子 在 引力 场 中 发 生 进 动 ,类 似 于 电磁 学 中 的 Thomas 进 
动 。 因 此 , 测 地 进 动 也 称 为 引力 Thomas 进 动 效应 。 测 地 进 动 最 初 由 
De Sitter( 1916) 导出 ,用 于 描述 地 月 系统 绕 太 阳 的 旋转 效应 。Thir- 
ring and Lense(1918) 曾 详细 研究 了 一 个 天 体 在 中 心 旋 转 体 引力 场 中 
的 进 动 问题 。 从 本 质 上 来 看 ,由 于 进 动 效应 的 存在 ,引力 场 不 仅 具 有 
引力 (吸引 ) 效 应 ,而且 还 具有 引力 磁 ( 人 偏转? 效应。 由 于 自 旋 进 动 效 
应 的 存在 ,一 个 自由 降落 的 参考 系 要 能 成 为 惯性 系 , 它 必 须 同 时 相对 
遥远 恒星 作 缓 爆 进 动 ,其 进 动 速率 取决 于 中 心 天 体 。 

自 旋 粒子 的 进 动 效 应 在 研究 地 球 自转 轴 运 动 时 有 重要 应 用 
(Chao et al.,1993) 。 若 把 地 球 看 作 带 有 自 旋 的 粒子 在 太阳 引力 场 中 
运动 , 则 可 以 推出 ,地 球 自 转轴 每 百年 按 逆 时 针 方向 进 动 1. 9"( Chao 
et al. ,1993 ) 。 
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1 


x 


图 3.5.3 在 一 般 坐 标 系 0 -rre 中 考察 , 自 旋 为 S 的 粒子 在 引力 场 中 
以 速度 mw“ 自 由 下 落 ”, 这 时 ,粒子 的 自 旋 S 绕 着 rxv 方 向 ( 逆 时 
t ) 进 动 


3.5.8 光 传 播 的 时 间 延 迟 效 应 


我 们 在 3. 5. 4 节 讨 论 了 光线 掠 过 中 心 天 体 ( 如 太阳 ) 的 偏转 。 
下 面 我 们 讨论 光线 从 P 点 行进 到 Q 点 所 需要 的 时 间 。 选 定 以 中 心 
天 体 的 中 心 为 原点 的 准 馈 性 球面 坐标 系 。P 和 8 的 空间 坐标 分 别 记 
Jg Gri ,wm/2,A1) 和 (rs,m/2,A2) , 即 光线 处 于 赤道 平面 内 。 光 线 从 P 
еж OURE P 5j Q 相距 很 远 ) 所 花费 的 时 间 由 光子 的 轨道 方程 ( 见 


方程 (3. 5. 53)) 
EIS 


A ( dr _ 1 
в?\ dt В 


=-E (3. 5. 168) 


决定 。 对 于 光子 轨道 ,dy =0, 因 此 ,由 方程 (3. 5. 51) 或 方程 (3. 5. 


54) 得 


E =0 (3. 5. 169) 
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在 光子 最 接近 中 心 天 体 的 位 置 r=ro( 注 意 , 过 了 这 个 位 置 ,光子 离开 
中 心 天 体 的 距离 又 越 来 越 远 了 ) ,轨道 取 极 值 , 即 有 





dr _ 
< u = 0 (3. 5. 170) 
将 方程 (3. 5. 169 ) 和 方程 (3. 5. 170) 代 人 方程 (3. 5. 168) 得 
Po 81l Ql 
d^ EG E (3.5. 171) 
即 
г? 
Р = 也 (3.5.172) 


将 方程 (3. 5. 172) 和 方程 (3. 5. 169 ) 代 人 方程 (3. 5. 168) , 便 得 到 光 
子 的 运动 方程 


А ра? ro? 1 l _ 
zs) + (2 ARS (3.5.173) 
因此 ,光子 从 ro 传播 到 > 或 从 > 传播 到 ro 所 需 的 时 间 可 通过 对 方程 
(3.5. 173) 积分 得 到 


2 
; | dr (3.5.174) 


t(r,rg) = t(rg,r) Zr 


$& Schwarzschild 度 规 








= 1 


ry, ‚ану „26и 


pE pe (o 206299" 
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NEM —— 
2 (7?) (2v _ 2см)" 


UCM 
pU pep] 


(sy pen aee 


r 


(3. 5. 175) 


r ro r 


将 上 列 诸 式 代入 方程 (3. 5.174) ,得 
A) 


(20% - 268,208 (ът 


70 r r 








-7 r GMr гу? 
d 0 -2 
ДАА pU dr 











r 
ro 





r-r r + /rz — г? 
= /r -r + GM | 9 £26Mln ———— 9 
r 十 r0 70 


(3. 5. 176) 

在 方程 (3. 5. 176) 的 最 后 一 个 等 式 的 右边 ，Vr? - г} RR DICE 

以 真空 中 光速 沿 直线 传播 时 所 花费 的 时 间 ( 注 意 光 速 单位 制 ) ,最 后 

两 项 则 表示 由 于 引力 效应 而 引起 的 光 传 播 的 时 间 延 迟 。 这 个 公式 在 
甚 长 基线 干涉 测量 (VLBI) 中 有 重要 应 用 。 

在 方程 (3. 5. 176) 中 分 别 用 r 和 r ER r, RAFA P 


第 3 章 广义 相对 论 基 础 


出 发 经 由 r=ro 到 达 О 点 所 花费 的 总 时 间 
t(ri,r2) = t(ri,ro) + t(ro,r,) (3.5. 177) 


3.6 后 牛顿 近似 及 应 用 


由 于 爱 因 斯 坦 场 方 程 的 非 线性 ,对 于 一 般 引 力 场 来 说 ,严格 求解 
(EDR gu) 是 不 可 能 的 。 对 于 特殊 的 场 ( 比 如 球 对 称 静 态 引力 
场 ) ,尽管 可 以 求 出 严格 解 ( 如 Schwarzschild 度 规 ) ,但 在 实际 应 用 中 
受到 很 大 的 限制 。 以 地 球 为 例 , 它 并 不 是 均 质 圆 球 ,地 球 引力 场 不 仅 
不 是 球 对 称 的 ,而 且 也 不 是 静态 的 。 特 别 是 以 大 地 测量 为 目的 ， 
Schwarzschild 解 往 往 不 能 满足 精度 要 求 。 为 此 ,对 于 一 般 弱 引力 场 
(太阳 系 中 的 引力 场 都 是 弱 场 ) ,在 Schwarzschild 解 不 适用 时 ,我 们 
需要 寻求 爱 因 斯 坦 场 方程 的 近似 解 , 其 近似 程度 取决 于 实际 应 用 中 
所 提出 的 精度 要 求 。 就 目前 的 观测 精度 来 看 ,只 要 考虑 到 二 阶 项 就 
够 了 。 一 阶 项 是 牛顿 理论 ,二 阶 项 是 对 牛顿 理论 的 修正 项 。 一 般 地 ， 
在 求解 场 方程 时 ,如 果 根 据 精度 需要 只 考虑 到 第 N 阶 次 ,就 称 为 N 
阶 后 牛顿 近似 。 后 牛顿 近似 绝 非 在 牛顿 理论 的 基础 上 加 上 一 些 改 
正 ,实则 广义 相对 论 框 架 下 的 近似 处 理 , 如 果 需 要 ,可 以 达到 任意 的 
通 近 程度 。 因 此 ,后 牛顿 近似 实际 上 是 广义 相对 论 在 处 理 实际 问题 
时 所 采用 的 计算 手段 。 由 于 历史 原因 ,我 们 仍然 采用 后 牛顿 近似 这 
一 提 法 ,尽管 这 种 提 法 有 时 会 引起 误解 。 


3.6.1 后 牛顿 近似 


以 下 的 后 牛顿 近似 法 基于 Weinberg( 1972) 。 按 牛顿 理论 ,引力 
典型 值 为 


GM 


ux (3. 6. 1) 


这 个 值 相 当 于 单位 质量 的 质点 在 r 处 的 轨道 速度 的 平方 ( 即 a? = 
CUMvr) 除 以 r。 因 此 ,我们 的 近似 取 至 GMv?/r? s& v 7r (CHE RE OR PROC 
速 单位 , c=1, v2 是 小 量 )。 

首先 让 我 们 考察 质点 的 运动 方程 
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d?x^ À dx^ dx" 
dr? к” dr dr 








=0 (3.6.2) 


由 此 可 算出 加 速度 
2x! -1 一 { 





- (t) ° d (2) de 
dr? ат? dr 

dx” dx” 4 T? іх“ dx" ах! 
ни dt dt маі dt dt 











ахі йх* da 
0 7 dr (3. 6. 3) 
若 希 望 给 出 牛顿 理论 , 则 加 速度 准确 到 wr 即 可 。 因 此 ,我 们 
的 目标 是 准确 到 w*/r。 由 方程 (3. 6.3) 可知, T*, 的 分 量 应 分 别 具 


有 如 下 近似 程度 


j 
+ [г% + oro = + Г 


Fio ~ v*7r, Dg ~ vir, Tia ~ o?r 
Do ~ 22/7, Ty ~ vr, Го ~ v/r (3.6.4) 
考虑 到 弱 场 度 规 gu 与 闵可夫 斯 基 度 规 mv 极为 接近 ,可 将 z, ES EN, 
Bur = Tr + huv (3.6.5) 
其 中 ,是 02 的 高 阶 军 次 项 。 具 体 地 说 , g,, 可 写成 
Zo = 一 1 + Воо + бо + (3. 6. ба) 
g; =Ó; + Eg + Ë; + (3. 6. 6b) 
go =o + бю * (3. 6. 6c) 


这 里 , & ,表示 & PRAX o" 的 项 。gw 在 时 间 反 演 之 下 必须 变 号 
(因为 gi0 对 应 于 dtdxi, t— — t BJ didxi— — didz’ ,但 dr? 要 求 不 变 。 
因此 , t -1 时 gw 必须 反 号 ) ,这 表明 go 必须 由 ”的 奇 次 项 构成 。 
又 因 gs 非常 接近 于 ,可 以 预期 h ,由 + 的 二 次 宕 以 及 二 次 短 以 
上 的 项 构成 ,因此 有 方程 (3. 6. бс), 
根据 g, 的 逆 的 定义 
g Eur = 8, (3.6.7) 
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可 以 预期 如 下 展开 式 
g = 一 1+8&o+go+… (3. 6. 8a) 
g’ = 8% + 8; + By ton (3.6. 8b) 
g” = @ + Bio tc (3. 6. 8c) 
由 方程 (3. 6.6) ~ (3. 6.8) 可 以 确定 如 下 关系 
Žoo =- &oo， £oo = - Kop» (3. 6. 9а) 
Š; = ~ фу, £j = 一 有 (3. 6. 9b) 
£; = дю, Šo = Ep (3. 6. 9c) 
仿 射 联络 由 下 式 确定 
r5, = (2: + Eou - Zee) (3.6.10) 
2 Ox" ox" Ox? 


考虑 到 o/ox! 具有 量 级 1⁄r, әл 具有 量 级 wjr, 将 方程 (3. 6.6) $0 (3. 
6. 8) 代 入 方程 (3. 6. 10) 后 ,有 


. 2, 4, 
I'o = D'o + Го + o7 
2 4 
Dj = Г + Ti ++ 
ж = 1 ж jk 
2 4 
ГО = Г; + Г, + … 
o; 7 Í o; о 


3 


Г, = ГА; 


5, 
j + Гор + 
0 ro Fo 
Го = Гоо + Го + 
3 5 
0 го 0 en 
Го; = T; + Го, + (3.6.11) 


其 中 符号 ГА, ГАРНОЮ олт 的 项 。 将 了 ,用 e, RI z” 38 
示 出 来 ,就 是 


2 
2 ， 1 28oo 
Г‘ = = = 290 
00 2 дх. 
4 4 2 
г: _ _ 1 9800 + 8% дё plgi дё оо 
00 2 ах; ðt 2^ gw 


2 2 
21 L дё 484 38i _ En) 
2 Ox Әх) Әх; 
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3 2 3 
3 1/ ,9 „ дь ð 
Г, = в“ ®Ё® „ ва Ён 28) 
Ox! ot дх; 
1 дё 
о NEN 600 
Го 2 д 
1 98 
600 
T9, = 
iD 2 Әх! 
1 
T9. = (3. 6. 12) 


其 他 阶 次 的 项 fx， 以 后 基本 上 用 不 到 ,这 里 不 再 列 出 。 需要 时 ,可 
直接 按 方程 (3. 6. 10) 和 (3. 6. 11) 求 出 。 
T dde КА К,” 与 仿 射 联络 的 关系 式 (3. 2. 156) 
op?,, ore, Я > 
Rara? = P 一 ox" +T "nu -r val Po (3. 6. 13) 
Ricci KE А, (ЭР R,,,P 的 B 和 vw 指标) 可 写成 
pa — “ Е ИЗ + P* T^, Е Г, U”, (3. 6. 14) 


根据 方程 (3. 6.11) ,Ru。 具 有 如 下 展开 式 


2 4 
Ко = Ro + Ro + 





3 5 
Ro = Ro + Ro 


2 
R; = Е, + (3.6.15) 


; + R; 
其 中 R 表示 R, PERRY t/r 的 项 。 将 方程 (3. 6. 11) 代 人 上 式 ， 
得 





2 

: ӨГ 

uu дх! 

4 oT'' o; 9Г‘ oo 2 2. 2. 2. 
Ro --—— + 0 popa, 

00 ot oxi r огт 00 Г 00^ у 
3 ñ 
: Гі, ar 
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2 2 2 
: aD?  oT*, ӘГ*, 
R; 2-— Ë +— (3.6.16) 
И дх! дх! дх 


其 他 项 以 后 不 需要 。 若 用 gu M e RR R,,, 将 方程 (3. 6. 12 ) 代 入 
方程 (3.6. 16) ,得 














2 
Ro = —-уАйбо (3.6.17a) 
4 1 OBnn 220 1 ,a 1; 92200 
Ro =- тл + - А + Bi 
00 297 ad tax, 2 9€ t 584 дх;д®, 


1 дё, O800 1 9800 800 1 Joo E” дё 


2 óx; 9х, 4 Ox, ox! 4 дх;_ ox 














(3.6.17b) 
22 23 22 
3 l amn? Emn 1 2 gjo 1 9&j l,s 
Ro =- >Š г + > xu + 一 二 Agio 
ðtðx óx' х; 2 дідх, 2 
(3.6. 17с) 
R _ 1 8? Zoo _ l gm. 928. 
И 2 дхідхі 2 Әх‘ дх/ 
1 Pa 1 26, 1 ， 
+ 一 -十 一 - — А2; (3.6.17d) 
2 ox,0x 2 дх,дх' 2 80 


其 中 A 是 拉 普 拉 斯 算 子 。 
利用 谐 和 坐标 条 件 (3. 4. 24) 
g"r^,-0 (3.6.18) 
可 简化 R,, 的 表达 式 。 根 据 方程 (3. 6. 9) (3. 6. 10) 和 方程 (3. 6. 
12) ,在 方程 (3. 4. 24) 中 令 和 =0, 并 取 三 阶 项 为 零 , 则 有 
1 9280 ago 1 ma OB mn 








0 = - 3. 6. 19 
2 д o 25 д ( ) 
在 方程 (3.4.24) 中 令 入 =i, 取 二 阶 项 为 零 , 则 有 
- 1 2w NE -lgm Lm (3. 6. 20) 
2 ôx; дх, 2 дх; ` 


J E 


方程 (3. 6. 19) 和 方程 (3. 6. 20) 的 证 明 如 下 。 
方程 (3. 6. 19) 的 证 明 : 由 方程 (3. 4. 24), 令 入 =0, 取 
零 , 则 有 


Hl 
= 
E 
过 
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nv | oof 98сы , 085, — OBL _ 
ee ge ee = 0 
由 于 上 式 括号 中 的 阶 次 最 低 为 2, 故 有 (基于 方程 (3. 6. 6) (3. 6. 
8)) 


0 | дк, + 989, _ “Eur 
dx” x” ðt 


(3.6.21) 


0 (20 „ 9800 _ о) + [e „ 9% _ x) 
ðt dx” ðt Əx ð” ðt 





_ 00 9800 i010800 O80: 98% j(98oj | 98o; 98 
О =g" —— + + 1 р 8 一 六 + 一 一 — 
дї { 0 дї i j ð 
дх дх дх Ox t 
0 = go 9800 + s (^n 4 дво; _ ы) 
дї ox: x ðt 





дё Og0: ~ дЁ» 
£00 +2 £o _ 50 Eu (3.6.22) 
дї óx, дї 
因此 
1 goo Poi 1 „‚ 98 
4 9600 à "50i _ 1 omn“ Omna = 0 (3.6.23) 


2 à әх 2 дї 
此 即 方程 (3. 6. 19) 。 
方程 (3. 6. 20) 的 证 明 : 由 方程 (3. 4.24), 令 和 A =i, 取 二 阶 项 为 
零 , 则 有 





g^" ze"| 985, " Bon _ d = 0 (3.6.24) 
2 óx^ — Ox" х" 


由 于 上 和 式 括号 中 的 阶 次 最 低 为 2, 类 似 于 前 面 的 推导 过 程 , 有 (基于 
方程 (3.6.6) .(3.6.8)) 


0 25] д8 jy + Bju _ а) 
ox" ox" дх! 


0 = - Е 498i _ <) + АЕ p 28 _ =н) 
Ox0 9х? ox! 9х" дх! дзі 
дё дё JÈ 
0 = +28#-^-8и- = (3.6.25) 
д%; 9х р ox; 


因此 
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óg „дё дё 
1 ©80 , си El _ ота Em -0 (3. 6. 26) 
2 óxj х; дх; 
此 即 方程 (3.6.20) 。 
由 方程 (3.6. 19) 出 发 ,分别 对 上 和 % 求 偏 导 ,得 
1 žo J£ 1 S. 
I 一 тл =0 3.6.2 
2 ә? дідх; t 2? ðt? (3.6. 27а) 
0^ 922 . og 
1.28 _ 0 ёи , lom Em -0  (3.6.27b) 
2 Otóx, | Ox,óx; 2 tx; 
又 从 方程 (3. 6.20) 出 发 ,分 别 对 :和 zi >K f = ,得 
92 2 | Pg, 92 2 
19800 NET g; _ l gmn m p (3.6. 28а) 
2 ðtðx; ótóx, 2 дідх; 
922 . PÉ, 92 2 
1 9680 ш Еу 1 от ° Em -0 (3.6, 28Ь) 
2 дх;дх, дх;дх„ 2 OX ;OX 
将 方程 (3. 6. 28a) 中 的 指标 i 与 j 互 换 , 代 入 方程 (3. 6. 27b) 之 中 ,得 
Og, Og 028 
(9 Bü | 9 Bo _ gmn? Em -0 (3.6.29) 
д1дх; дх,дх, ótóx; 
将 方程 (3,6.28b) 中 的 指标 守 与 大 互 换 ,得 
1 9 Zoo ki 826 1 тп ^ E 
-Lor Sm -0 — (3.6.30) 
2 Ox,Oxj дх,дх 2. дх „д®; 
将 上 式 与 方程 (3. 6. 28b) 合 并 ,得 
822 , 9g, 9? 2, 922 
— 8% gi EU ры С EU _ от © Ёт _ O (3.6.31) 
ðX; ðX дх,дх, дх;дх; OX OX, 
或 
alg , 0g , 922 028 
800 +8 Eik 1 © бк _ втв É mn - 0 (3.6.32) 
x ;дх; дх„дх, Ox ,OX; дх;дх, 
分 别 将 方程 (3.6.27a) , (3. 6. 20) 代 人 方程 (3. 6. 17b ) ,将 方程 (3. 6. 
29) 代 入 方程 (3.6. 17c) 将 方程 (3. 6.32) 代 人 方程 (3. 6. 17d) ,得 
2 
Ro =- EXT (3. 6. 33a) 
4 9^ gg Y 1, 920 


Rog = 








1 Аг 十 一 - 
2 а? 2 Воо 254 x, ðX; 


182 相对论 与 相对 论 重 力 测量 
m 





2 2 2 2 
1 9800 1 go 1 98goo 98o0 
2 дх; 2 Өх! 4 óx; әх! 








1 4 1 д 1; 92200 1 2 
一 一 一 " 一 V 2 
2 Agoo + 2 ә? + 2 Bi óx;Óx, 2 ( ёоо) 
(3.6. 33b) 
3 1 3 
Ra = ~ ТАД (3. 6. 33c) 
R;--laj 3. 6. 33d 
ў 7 ~ 2484 (3.6. ) 


其 中 A 和 V 分 别 是 拉 普 拉 斯 算 符 和 梯度 算 符 。 

我 们 的 任务 是 求解 一 般 引 力 场 的 度 规 g,,。 有 了 度 规 ,就 好 像 
在 牛顿 引力 理论 中 有 了 引力 位 ,其 他 问题 都 好 解决 了 。 为 此 ,需要 用 
到 爱 因 斯 坦 场 方 程 (3. 4. 25) 


1 
Ro- >, R = 8mCT,, (3.6.34) 


H 


Xp EXE и. TR ( BU (АЯ И 27) 35 > 指标 缩 并 ,得 ( 注 
意 :R =R," =R) 


1 
R- 228 = 8mGT*, (3.6.35) 
Вр 
R --8mCIY, (3.6.36) 
于 是 , 场 方程 (3.4.25) 又 可 写成 
R,, = 8TCG( Tav- quo T^) (3. 6. 37) 


我 们 曾经 将 Tx* 定 义 为 能 量 动量 张 量 ( 见 3.3.4 节 )。 具 体 地 说 ,7™、 
7 和 7 分 别 代表 能 量 (质量 ) 密度 、 动 量 密度 和 动量 流 密度 。 因 此 ， 
它们 分 别 具 有 如 下 展开 式 


0 2 

700 = TO + TOO +... (3. 6. 38a) 
. 1. 3. 

T9 = T9 + T9 „+... (3. 6. 38b) 
TË = Fü y TŠ p- (3.6.38c) 


其 中 Те T^" p REOS (Мл) о" BRL, Em, TORERE М/?, 
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因为 它 代 表 静 质量 密度 ,因此 具有 量 纲 Mr 。 其 他 量 的 解释 可 根据 


Tu* 的 定义 类 推 。 比 如 ，T* 从 TOF, EAA Za 代表 动量 密度 ,最 
低 阶 量具 有 量 级 pZr* = Mv/r^ , 


A 
са 


1 
So = Т» 7 y EuT (3. 6.39) 


根据 g ,的 展开 式 (3.6.6) 以 及 了 ,的 展开 式 (3. 6. 38) BT 48 5,, 的 展 
开 式 


0 2 


Soo = Soo + Soo +777 (3. 6. 40a) 
1 3 

Sy; = Sg + So + `" (3.6.40b) 
2 4 

S; = S; + Si +e (3. 6. 40c) 


其 中 5, 表示 5,, 中 量 级 为 (M/F)w* 的 项 。 
在 推出 方程 (3. 6. 40) 的 过 程 中 ,用 到 了 7 的 如 下 展开 式 
To, = Т9, + 19 + 
Ti, = Tü + Ti + (3.6.41) 
这 两 式 可 根据 方程 (3. 6. 38) (3. 6. 8 ) 直接 推出 。 至 于 7,, 的 展开 
式 , 则 与 方程 (3. 6. 38) 完全 相同 ,只 要 将 方程 (3. 6. 38) 中 的 上 指标 
都 降下 来 即 可 ,这 里 不 再 列 出 。 
由 于 方程 (3. 6.37) 可 写成 


R,, = 8TGS (3.6.42) 


注意 到 R, ERRA эЛ? 的 项 , S. ERRA (Ми) о" = 
nue _ onszyrz 的 项 ,方程 (3. 6. 42) 要 能 始终 成 立 ,它们 两 边 的 同 阶 
次 项 必须 相等 ,因此 ,我们 有 如 下 方程 


Ra, =8тб5„„, N = 0,1,2--. (3.6.43) 
实际 上 ,就 所 需 的 精度 要 求 而 言 ,我 们 只 需 取 N=0,1,2。 


由 方程 (3. 6. 39) 


0 0 1. А 
So = Too = > [go (T + T',)]9 (3.6. 44) 
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我 们 规定 上 标 符号 N 表示 对 整个 因子 取 第 N 阶 项 ,注意 T TT 
T^, + T, ,考虑 到 7 没有 零 阶 项 ,go 的 零 阶 项 是 -1, 因 此 有 


0 0 1 0 
So = Too +> T (3.6.45) 
由 于 
T“, -g^T,, 
То = Т, = S00700 + g? T4 (3. 6. 46) 
因此 
0 0 
T^, = ~ Too (3.6.47) 
0 
显然 ,对 7 再 提升 指标 0, 则 有 
0 9 0 
T? =- Т = To (3.6. 48) 
Té 
0 o 1 0 1 ° 1 ° 
Soo = Too + zí To) = y Too = 37^ 
2 2 1 . 2 
Soo = Too - > L oo ( To + T)]* 
2 ] А 0 2 2. 2 
= Too -3lCI + 200) (T'o + TŠ, + Т",) ]2 
2 1.2 2 . 15. 2 
= Too +> (T + T.) -了 soo7 (3. 6. 49) 
因 为 


T9, -g""T,, | а-а so = g” To, 

2g Too + g™To; 
2 0 2 
7T9 =[(-1 + 290) ( Too + Too) ]2 +0 

2 2004 

=- Too + 2 To 
Т#” =g AT” 
T = gO T^. - g? T5, + g^ TO 
T% = T9, 

0 2 

7% -[(-1 + 29?) (T5 + Т) ]2 


i 
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因此 


2 


1 
T? 


BUR 


2 2 0 2 
= – T9, + g9 T9, =- T% 
ie, iui 
=- 10 + goo T? 
T = zÀ Ti, - g Ti, + giTi, 


Т“ z(giT)? = (g?T';)? 


0 


2 
一 £^, T9, 


-[O ж FOT,?- Ti,( 不 求 和 !) — (3.6.50) 


2 2 


1 2 2. 1 0 
Spo = Too + Т + T!) --у#ооТ%о 


2 





2 0 
(- TÓ, + £P? Ts) * T9, 十 


1 
2 


1 2 0 0 
一 > - 7% + &oo Тоо) + Zoo Too 


2 i 
l qM _ 7 
= [To 一 вт) = To 
вт = gr GT Tua) 
=g (gTa) 
= [а (Т) ] = (g?g Toy): 
Tm Sd 

=- (gšTy)! 三 一 ЧТ, 

I I 
= — Ty, = - T'o (3.6.51) 
So =- 86, TI? (3. 6. 52) 
° 1 A M 1 ç 1 ~ лоо 
S; = (т, - 58T) =- 2819 = 283190 (3.6.53) 


将 方程 (3. 6.49) ~ (3. 6. 53) 以 及 方程 (3. 6. 33) 代 人 方程 (3. 6. 43) 


之 中 ,得 


2 
Ago =- 80679 


(3. 6. 54a) 
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Po . 9g 2 
AB = +. -(N 2 
B00 oc Sij дх|дх, ( 600 ) 





-8тС(1% _ 24, 79? * 5,1%) (3. 6. 54Ь) 
АДЫ =16тб8,19 =- 16267, (3. 6. 54с) 
Ag; =- 8:65, T (3. 6. 54d) 
注意 To = 一 TO, 
解 方程 (3. 6. 54) ,可 以 得 到 后 牛顿 近似 下 的 度 规 g,,。 方 程 
(3.6. 54a) 实 际 上 就 是 Poisson FE., ES 
Воо = -2e (3.6.55) 
则 
Ле = 4тбТ®% (3. 6б. 56) 
Н РЕЗА д, эт, , Воо 0, P CZ; EE (3. 6. 56) 的 解 可 写成 
( Kellogg, 1929) 


ex) „сја, | (3.6.57) 


积分 号 下 的 7o0 就 是 物质 的 密度 p(t,x)。 
类 似 地 ,方程 (3. 6. 544) 的 解 可 以 写成 


ву = case Pan '* das 'б=-2б р (3.6.58) 
方程 (3. 6. 5A c) 的 解 则 可 写成 
3 Ty (x^) ， 
8 = 4c| [x тх (3. 6. 59) 
显然 ， gw 有 三 个 分 量 。 IERS i M 则 有 
Bo = 4, (3.6.60) 
| ЕКЕ (3.6.61) 


g =- aef TUN E a! (3. 6. 62) 


б; 
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剩 下 的 问题 是 解 方程 (3. 6. 54b)。 为 此 ,将 方程 (3. 6. 55)、(3. 
6. 58) 代 入 方程 (3. 6. 54b) ,有 
4 2599 j Y 9 C7 29) 
Ago 7-2 —- a Ф + ( - 250 e) PE - [V( 2) J2 
-8тб(Т®% + T) -2(-29)(-2AQ) 
- -2% + 4pAp - 42. Lag - eg) -®рАе - 826( T + Ti.) 
2-29? 5c? - 83619 + Ti) (3.6.63) 
因此 
4 9? 2 2. 
Alo + 24?) = -2[ 7 +4тб(Т% + 7) | (3.6.64) 
< 
- 2 = Zw + 2@2 (3.6.65) 
即 
Дуо = -2@2 -2y (3.6.66) 
则 


1 л , 2 А r 
у = - | Ir Texas еск) gx) + GTo Ct,x') + GT iCtux )]es 


(3.6.67) 
其 中 , y 称 为 第 二 牛顿 引力 位 ,简称 第 二 引力 位 ; е 称 为 第 一 牛顿 引 
力 位 ,简称 第 一 引力 位 或 牛顿 引力 位 。 

由 谐 和 坐标 条 件 不 难 验证 ,第 一 引力 位 e 与 矢 势 7, 之 间 由 下 列 
方程 约束 

4225. Vp = 0 (3. 6. 68) 

至 此 ,我 们 求 出 了 后 牛顿 近似 下 的 度 规 g,,( 按 所 需要 的 精度 )。 
比如 ， 

Воо = Zoo + goo +o +: 2-1 -2@ - 29? - 20 -> 
Sm = 80 + 20 t = Z; + 


ву =Ó; + É; + Ë; tn = 8; - 28;@ + (3.6.69) 
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由 方程 (3. 6. 69) ,我 们 又 可 写 出 了 ,以 及 R, m 











ri дф 
Tw = Ox; 
pi дф 2 94 
I'o = (2? + + 一 
00 Әх, ? у) ðt 
з. і DC . - 
D'y = sl а - X4 - ES: 
2 ox! дх; ot 
iL i дф {дф де 
3 Op 
Г = 2 
0 " at 
2 
Го, = s£ (3.6.70) 
x 


а, Нор сад, xx, 6')=6;o 

应 用 后 牛顿 近似 所 需要 的 量 已 基本 列 出 ,以 后 若 有 进一步 的 需 
要 (比如 要 求 更 高 的 精度 等 ) ,再 推 求 。 值 得 指出 的 是 ,后 牛顿 近似 
是 广义 相对 论 理论 的 一 种 近似 求解 方法 ,可 以 精确 到 实际 上 所 需要 
的 任何 程度 。 


3.6.2 质点 和 光子 在 后 牛顿 近似 场 中 的 运动 方程 


质点 粒子 的 运动 规律 由 方程 (3. 6.3) 给 出 ,将 仿 射 联络 
(3. 6.70) 代 人 方程 (3. 6.3) , 按 后 牛顿 近似 ,质点 的 运动 方程 可 写成 
зи =- V(e + 2ф? + y) - +ъх (У xO +3240 
*4v(v: У) = 1? Ve (3.6.71) 
其 中 vv 是 速度 矢量 ,其 分 量 为 vi = dx'/dt。 若 按 牛顿 理论 ,质点 在 引 
力 场 中 的 运动 方程 可 写成 
dv 
dt 
比较 方程 (3. 6. 71) 和 方程 (3.6.72) 可 以 看 出 广义 相对 论 ( 在 后 牛顿 
近似 之 下 ) 与 牛顿 理论 的 差异 。 
考虑 质点 的 运动 速度 为 零 的 那 一 瞬间 的 质点 的 加 速度 。 这 时 


=- Ve (3.6.72) 
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a=d =- У(р+2ф?+фуу)-#®_ (3.6.73) 

t|, =o д! 
假定 场 源 是 均 质 圆 球 , 按 牛顿 理论 ,质点 的 加 速度 仍然 由 方程 
(3.6.72) 给 出 。 但 按 广 义 相 对 论 ( 在 后 牛顿 近似 之 下 ) ,不 仅 多 出 了 
两 项 -2Vg” - V ,还 多 出 了 与 时 间 有 关 的 旋转 项 /91, 后 者 是 由 


均 质 圆 球 的 转动 引起 的 一 个 小 量 。 假 定 均 质 圆 球 没有 旋转 , 则 


965 _ 
2-0 (3.6.74) 
方程 (3.6.73) 可 简化 为 
а = 4 =- У(р+2ф + y) (3.6.75) 
dt 5, =0 


基于 方程 (3. 6. 57) .(3.6. 67) ,对 于 无 旋转 均 质 圆 球 





_ 6M 
T r 
G2M? 
2 _ 
e 2 
2 2. 
y=- є|(т% + Tid = 0 (3. 6. 76) 


在 上 边 的 第 三 个 方程 中 ,动量 流 密度 7 为 零 ,而 能 量 ( 质 量 ) 密度 
7% 可 假定 已 被 吸收 到 了 7% 之 中 。 于 是 ,方程 (3.6.75) 可 写成 














2a? 
а = v =- y- , <) 
dt |, 20 r г? 
GM 2С?М? 
r? г“ 
=- fr -EE CH) (3.6.77) 
r r r 


将 a 解释 为 单位 质点 处 于 静止 状态 时 所 受到 的 引力 加 速度 ,那么 ,与 
牛 辆 理论 相 比 ,广义 相对 论 ( 后 牛顿 近似 ?多 出 一 个 附加 项 

zea err) = 2GM 

一 一 г| = – g 


r r? 





(3.6.78) 


n 
ЖФ g 是 引力 加 速度 。 
将 这 里 的 结果 与 3.5.6 节 中 Schwarzschild 度 规 场 中 的 结果 比较 
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(参见 方程 (3.5.134)) ,二 者 是 完全 一 致 的 。 当 然 ,本 节 给 出 的 方程 
(3.6.71) 具 有 更 广泛 的 应 用 价值 , 它 适用 于 任意 (可 以 旋转 ) 质 体 产 
生 的 场 ,而 Schwarzschild 度 规则 只 适用 于 无 旋转 均 质 圆 球 产 生 的 场 。 

利用 后 牛顿 场 ,可 以 写 出 原 时 dr 与 坐标 时 di 之 间 的 关系 。 由 
原 时 定义 





dr? =- g, dat dx" (3.6.79) 
得 
(2). = - в, 22 90 = — goo - gov - gvv (3.6.80) 
准确 到 t, A 
(8 =- (-1 +o + &y) - 28g! - (8; + £) viv) 


=1 = (v? + goo – (Zoo + 28v! + gyv'v/) 
=1-( — 2ф) - (- 2ф? -2ф + 20 : £ - 21?) 
=1 + (2e — 02) +2(@2 «y -2v-£ + фи?) (3.6.81) 


=1 +e - 0?) + (ф? + -2»+@ +) --у(2е - 0)? 


dede] (deuten den =d) 
(3. 6. 82) 
上 述 方程 给 出 了 原 时 与 坐标 时 之 间 的 关系 。 
方程 (3. 6. 82 ) 可 直接 应 用 于 GPS 测量 中 对 卫星 时 钟 的 修正 。 
若 取 地 心 准 惯性 参考 系 , dr 表示 卫星 钟 的 守 时 间隔 ,di 表示 地 心 时 
钟 的 守 时 间隔 ,gy 是 牛顿 引力 位 (第 一 引力 位 ), v 是 卫星 运动 速度 ， 


可 重 写 于 下 

dr _ 1 2 .1,2 -2v - 3.2 l, 

d: = 1 + (е, - =) + 29: * 2v, с, + 2 955 8^: 
(3.6. 83) 


其 中 下 标 * 表示 对 应 于 卫星 所 在 位 置 的 量 。 
地 心 时 di 与 地 面 时 dT 之 间 也 可 写 出 类 似 的 方程 
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(3. 6. 84) 

其 中 下 标 e 表示 对 应 于 地 面 上 相应 点 的 量 。 

方程 (3. 6. 83) 和 方程 (3. 6. 84) 消去 di, 即 可 得 到 卫星 时 dz 与 
地 面 时 ат 之 间 的 关系 式 。 这 个 关系 式 给 出 了 如 何 根据 地 面 ( 如 卫 
星 监控 中 心 站 ) 时 钟 的 守 时 修正 卫星 时 钟 的 守 时 (或 者 ,根据 卫星 时 
钟 的 守 时 修正 地 面 接收 机 时 钟 的 守 时 ) 。 

下 面 考虑 光子 在 引力 场 中 的 运动 方程 。 由 于 引力 作用 ,光线 要 
发 生 偏转 ,这 在 3. 5.4 节 已 经 给 出 。 同 样 ,由 于 引力 场 的 存在 ,光速 
不 再 是 恒定 值 。 为 了 证 实 这 一 点 ,我们 从 光子 的 运动 方程 


dr? = - g, dx dx” = 0 (3.6.85) 
出 发 。 由 上 式 
Eoo + 2g gt + gv v = 0 (3. 6. 86) 
为 简单 起 见 ,准确 到 GM/r 量 级 ,上 式 可 写成 
-1+g0 + = 0 (3. 6. 87) 
Вр 
wv = 1 — д = 1 + 2ф + o( GM/r) (3. 6. 88) 
或 
[v| = 1 +@ + o( GM/r) (3.6.89) 


这 个 方程 表述 了 光速 在 引力 场 中 的 可 变性 。 这 里 需要 强调 指出 ,在 
引力 场 中 ,如 果 限 于 局 部 惯性 系 中 考察 ,那么 ,光速 仍然 是 恒定 的 。 

由 于 光速 是 变 值 ,我 们 可 以 考 上 处 用 经 典 方式 测定 地 月 之 间 的 距 
离 的 误差 。 假 定 用 激光 测 距 方法 得 到 了 地 月 之 间 ( 地 球 表面 至 月 球 
表面 ) 的 距离 为 

D = 2tc (3. 6. 90) 

其 中 , с 是 真空 中 光速 HUS 1( 光 速 单 位 制 ); 2: 是 激光 发 射 时 刻 至 
返回 时 刻 所 花费 的 时 间 。 

由 于 光速 是 变 值 ,实际 距离 应 该 是 


в -2[ sa: = | + Ф) 
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t t 
=2t + 2 f, et = D + 2 | edi 


~D -2f (M. ma: (3.6.91) 


: 
TE E 5X B ,积分 号 下 第 一 项 是 地 球 引 力 位 ,第 二 项 是 月 球 引力 位 ，c 
是 地 心 至 月 心 的 距离 。 误 差 的 量 级 为 

оен 





.2t[[ GM Gm GM Gm 
21705 + 1-5] * Lco * 3-1] (3. 6.92) 
其 中 
r(0) =г|,0 =d- Ro (3.6.93) 
r(t) =т|,„, = R (3.6.94) 
在 上 式 中 , Ro 和 分别 是 月 球 和 地 球 的 半径 。 因 此 
D GM 
8 =#GM + =СМ = 31 ZZR 
31 x ($ x 10-°) x (6.4 x 108cm) 
213. 2cm (3.6.95) 


由 此 可 见 ,由 于 在 引力 场 中 光速 并 非 恒定 值 ,对 于 地 球 和 月 球 之 
间 这 样 远 的 距离 ,将 光速 值 当 作 恒定 值 来 处 理 时 ,所 带 来 的 误差 达到 
了 分 米 级 (不 考虑 其 他 误差 源 影响 ) 。 因 此 ,对 于 高 精度 测量 要 求 来 
说 ,有 必要 考虑 相对 论 效 应 。 


3.6.3 能 量 动量 张 量 的 计算 


为 了 精确 求 定 一 个 质 体 产生 的 引力 场 ,如何 计 算 作 为 引力 场 源 
的 能 量 动量 张 量 ?** 是 关键 。 假 定 不 存在 其 他 外 力作 用 ,由 方程 
(3.3.34) ,7** 满 足 如 下 守恒 律 
DoT = 0 (3.6.96) 
此 即 
987ep + T^, T? + TP, T? = 0 (3. 6. 97) 
或 写成 


第 3 章 广义 相对 论 基 础 





аТ°В 

OxB 

由 于 g,, (或 g**) 的 非常 数 项 的 最 低 量 级 为 避 , 而 Th, 由 gy 的 导数 
组 成 ,因此 , [入 , 的 最 低 量 级 至 少 是 忆 /r。 注 意 到 

д 1 


ox! r 


以 及 T" Н BEER (Мл) v ,因此 ,方程 (3. б. 100) 取 至 量 级 Мл", 
则 有 





= — qe ТАӘ – Гр ТА (3.6.98) 


2 2 
дї r 





(3.6.99) 


kd 


д 0 д Lio 


由 于 7m 是 质量 密度 ,而 7? 是 质量 流 密度 ,很 类 似 于 如 下 方程 


P. у.]=0 (3. 6. 101) 


因此 ,方程 (3. 6. 100) 可 称 之 为 质量 守恒 定律 。 
如 果 将 方程 (3. 6. 54а) ‚(3. 6. 54с) (3.6. 55) 以 及 方程 (3. 6. 
60) 代 入 方程 (3. 6. 100) , 则 可 推出 谐 和 坐标 条 件 (3..6.68 ) 
ð 1 2 ðf у 
o 7 grako) * sc re cad) 7? 
9 долы _ 
ab 7207258) ] + DAP =0 
дф .ri 
A(4% + V i) =0 (3. 6. 102) 
H + e 和 ;在 无 穷 远 处 必须 为 零 ,因此 


422 + у.с = 0 (3.6.103) 


此 即 谐 和 坐标 条 件 (3.6.68) 。 
如 果 在 方程 (3. 6. 98) 中 取 B=i, 并 考虑 Мо? т< 的 项 , 则 有 
29 + 2g =- Ti 79 (3. 6. 104) 


由 于 (参见 方程 (3. 6. 70)) 


Г‘ = д'ф (3.6.105) 
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其 中 3:=9/69x,, 因 此 有 


à n à ? _ де 0 
Pub T =- 52190 (3. 6. 106) 

这 个 方程 是 动量 流 ТУЛУ 该 满足 的 方程 。 
根据 能 量 动量 张 量 的 表达 式 (3. 3.38). ,对 于 任意 质点 系 , 有 


a dx? 00 dxf (t) dr 
Т°В = в? "m, di х ( 











-1 
т") 83 (х - х,(1)) 


(3. 6. 107) 
RP g 是 g,, 的 行列 式 。 根 据 g,, 的 展开 式 (3. 6.6) 以 及 行列 式 运算 
规则 ,可 以 将 g 写成 
є=1+а+Д+— (3. 6. 108) 
Ep g WERE. BR, & =1, £ 在 后 面 不 需要 。 为 了 求 出 8, 将 
g 写成 








go B01 802 боз 
-g= 810 B811 812. B13 (3. 6. 109) 
820 B21 822 823 
B30 &31 832 833 
根据 方程 (3. 6. 6) ,为 了 推 求 &, 将 高 阶 项 都 略 去 , 则 有 
- 1 +o 0 0 0 
0 1 +H 0 0 
-g= , 
0 0 1 + £s 0 
0 0 0 1+6 
2(-1*£g)(1 +21) (1 + £5) (1 £34) 
= (-1 +60) (1 +n +1 t£ +1 +83) 2-1 * ép - 89@, 
(3. 6. 110) 
因此 


g -1 — 200 + 85; 
1 


Ro 
lI 
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UU WEN 


È =- Ву +88i (3.6.111) 
将 方程 (3. 6. 55) (3. 6. 67) 代 人 方程 (3. 6. 113 ) ,得 
g=2p-28p = 2@ — бр = - 4p (3.6.112) 


对 于 第 n 个 质点 粒子 来 说 ,每 个 粒子 的 原 时 ат, 满足 如 下 方程 
(参见 方程 (3. 6. 82)) 











d 
2 = 1 + (е) Z + -2w Z o d рой) 
(3.6. 113) 
其 中 v 是 第 个 粒子 的 运动 速度 。 若 只 保留 到 ww 量 级 , 则 有 
dz, 1 
à = 1 +[e - >) (3.6. 114) 
或 写成 
dr 1 _ _ 1 
[ +) -1-Í[e --у%) (3.6.115) 
将 方程 (3.6. 111) ~ (3.6. 115) 代入 方程 (3. 6.107) ,注意 到 x =t, 
得 
19 = Y m, (x -x,(t)) (3. 6. 116) 


=,m,[ а) а(х -х„) + E m| —-—-(- 4) |80 = x,) 


n 


1 > Vs3 
= wex – 3.6. 117 
У ne + ze) x-x,) ( ) 
T? = У m,vió (x —х„) (3.6.118) 
n 
2 - - 
Т# = > тоо, (x — x,) (3.6.119) 


其 中 vi = dxi/di。 注 意 到 
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Ze (x -x,(0)) 2 S - x,(D) 
=- Dade -xQQ)) (3. 6. 120) 
-—v, V8 (х -x,(t)) 
则 由 方程 (3. 6. 116) ~ (3.6. 119) 得 
279 + qe = 0 (3.6. 121) 


дх* 





E ZU = У, 


方程 (3. 6. олунан мааии ичен (3.6. 100), 
比较 方程 (3. 6. 122) 与 方程 (3. 6. a 我 们 有 


(x — x, ) (3. 6. 122) 

















-和 rm = (x — x,) (3. 6. 123) 
再 将 方程 (3. 6. L6)/&A Est fl 
- Y m, Say (x -х,) = (x -x,) 
(3.6. 124) 
故 有 
dvi _ дф 
cox (3. 6. 125) 
或 写成 
de, у 3. 6. 126 
d 77v (3. 6. 126) 


现在 我 们 叙述 计算 T+* 的 步骤 (实际 上 只 要 计算 Too ,7oo 75 以 
及 9 就 足够 了 ,其 他 诸 量 很 少 用 到 )。 首 先 利用 
1% = У mn6 (x —x,) (3. 6. 127) 


以 及 公式 


p =- ofen x es (3. 6. 128) 





计算 出 ,再 利用 方程 (3. 6. 126 ) 求 解 出 v, ,进而 求 出 xz, 从 而 可 由 


方程 (3. 6. 117) ~ (3. 6. 119) 求 出 Too TOUR 臣 。 再 利用 第 二 引力 
位 由 以 及 位 和 撩 的 表达 式 ( 见 3.6.1 节 (3.6.67) 式 ) 


-- [TT [як 1 $e. + epo м) + GT? п) |а 
(3.6. 129) 
Ü = -46[] T Dar (3. 6. 130) 


计算 出 和 5;, 然 后 再 根据 方程 (3. 6.71) 求 解 较 精确 的 u, 以 及 tpo 
如 此 再 进行 循环 迭代 , 则 可 以 使 上 述 所 求 诸 量 越 来 越 精 确 。 爱 因 斯 
坦 等 曾经 证 明 ( Einstein et al., 1938; Einstein and Infeld 1940; Infeld 
and Schild, 1949; Gorbatenko апа Gorbatenko, 2006) ,上 述 和 迭代 过 程 
可 以 一 直 进 行 下 去 ,所 得 结果 是 收敛 的 。 

作为 一 个 例子 ,我 们 考察 均 质 圆 球 在 外 部 产生 的 场 。 假 定 均 质 
圆 球 无 旋转 。 在 球体 外 部 ,可 近似 认为 好 ”=0。 对 于 均 质 圆 球 , 物 


质 的 密度 7 是 常数 p。 由 方程 (3. 6. 128 ) 得 
e =- с2а 4T (3.6.131) 
其 中 M 是 球体 质量 。 
显然 ,第 一 引力 位 ( 即 牛 顿 引力 位 )ep 与 时 间 无 关 。 
对 于 无 旋转 的 静止 圆 球 ,质量 流 密度 ?和 动量 流 密度 TII A 
零 。 因 此 ,由 方程 (3. 6. ялы. 6.130) ,得 
=-| Ted (3. 6. 132) 
TT - 
£, = 0 (3.6.133) 


对 于 静止 的 均 质 圆 球 ,7 =p, 因 此 ， T9 = 0。 故 由 方程 
(3.6.132) 得 
w=0 (3. 6. 134) 
最 后 ,根据 (参见 3.6. 1 节 方 程 (3. 6. 6)) 


2 4 
go =- 1 + 500 + go +77 
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3 s 
go = 80: + бо; + 








ву =; ++ (3. 6. 135) 
以 及 
Воо =-2p，&o 2-29) - 20 =- 
gi = - 280, go = ¿í = 0 (3.6.136) 
得 
go 之 一 工 + 2CM _ 2 人 (3. 6. 137a) 
r r 
Zo =0 (3. 6. 137b) 
84 =á; - 25;( 20) = ё, + 25, == (3. 6. 137с) 
EH k u] SS ЖН 


dr? = 








26м 262м? 
(1 一 + 5 


r r 


Ja? -(1 «2 CH) (dx)? 
(3.6. 138) 
准确 到 GM/r, 则 有 
a? = (1 - 2CM) ар - (1+ + ZCM) (dx)? (3. 6. 139) 
我 们 知道 Schwarzschild 度 规 在 球面 坐标 系 中 取 如 下 标准 形式 
dr? = (1- ZEM) ap? 一 (1 一 26M) "a = 2402 — r?sin?gdA? 
(3. 6. 140) 
将 这 个 标准 形式 转换 到 准 惯性 直角 坐标 系 ( 坐 标 系 原点 仍然 在 球 
心 ) 之 中 ,准确 到 GM/r, 则 得 到 方程 (3. 6.139) 。 为 了 证 实 这 一 点 ， 
引进 变量 代 换 
- D -2GMr + y - GM (r > 2GM) 
(3.6.141) 
此 即 
_ CM? 1 
r = р(1 +52) (2 > Gw) (3. 6. 142) 


将 方程 (3. 6. 142) 代 入 方程 (3. 6.140) ,得 
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1 - СМ/2р\? GMA | 
dr? (L| dt - — do? + о2аб? 2 in? 8dA? 
d [T TCM) (1+ ) (9р р^ 46“ + p^sin*8dA*) 


_ (1 - GM/2pY 5 _ 
-[T TCM) dt (1 E My (dx)? (3. 6. 143) 
准确 到 GM/p, 则 上 式 成 为 
dr? = (1 - ZCM) a - (1 + ZCM) (dx)? (3. 6. 144) 
р р 


将 方程 (3. 6. 142) 代 人 方程 (3. 6. 144) ,同样 准确 到 GM/p (3X; ЄМ/ 
r) , 则 得 到 方程 (3. 6. 139). 

由 此 证 实 了 我 们 的 结论 。 这 表明 ,方程 (3. 6. 139) 给 出 了 
Schwarzschild 度 规 在 直角 坐标 系 下 的 表达 形式 (准确 到 GM /r) 。 

上 面 的 例子 表明 ,根据 后 牛顿 近似 ,可 以 推导 出 Schwarzschild Fë 
规 ( 准 确 到 GM/r). 

如 果 均 质 圆 球 以 角速度 o 旋转 , 则 o 仍然 由 方程 (3. 6. 131) 给 


出 ,仍然 为 零 , 但 5 不 为 零 。 质量 流 密度 ( 即 动量 密度 ) T (此 即 
pv, ЖЧ v =v;) ti F SÇ 28 B 


To = T9 (qo x x)! (3. 6. 145) 
由 方程 (3. 6. 130) 和 方程 (3. 6. 145) ,得 
mu e(x')xx'? ; 
£ = 4c[| EM aL (3. 6. 146) 


假定 旋转 角速度 w 是 恒定 的 , 则 


¿ = -4СТ® о x [т (3.6. 147) 
为 了 求 出 上 ,我 们 需要 完成 积分 
I = [xS (3.6. 148) 
由 于 
dr’ „гаа 
1 = | 一 一 一 FE r dr'do' 


= f( Apa) (3. 6. 149) 
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其 中 d9 “表示 立体 角 ,而 

















(= |х, 当 r < r 
x' , 3p 
[то = (3. 6. 150) 
| x -xX | Aq 
(55). Mr'»-r 
- 
4 г’ <г Е 
К4тг!4 |, 4m RŠ 
7 = | 3 dr = lx (3.6. 151) 
RM 
= 一 4Cay x x 
£ 5p 
x 2R?M 
2G 
r? | 5 ) 
=2cxz ху (3. 6. 152) 
- 
其 中 
2 
= ow (3. 6. 153) 


正好 是 均 质 圆 球 的 自转 角 动 量 (w HER, 2R2 M/5 是 均 质 圆 球 的 转 
IRE). FEC. 6. 155) 给 出 了 圆 球 外 部 的 矢量 场 $。 
BERRET HRE, IA ,在 球 壳 内 部 

















R: 4 А R2 -R 
= | T xdr’ = 乞 = ly (3. 6. 154) 
К, 
因此 
R R? 
¿ = -4Co x 779 2 ly 
R2- R? 
= - 4Gw » : : 
R; — R: 
R} – К} 
=26х х 23 m (3. 6. 155) 
27 А 


方程 (3. 6. 155) A th. Y PR56 РИ BË BJ A RES Lo 
以 大 地 测量 为 目的 ,我 们 感 兴趣 的 是 圆 球 外 部 的 场 。 根 据 方程 
(3. 6. 131) 和 方程 (3. 6. 155) ,注意 到 w=0, 利 用 
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goo 771-29 - 29? 
Ep =ёю = £i 
gj =ë; + Ву = бу - 204 (3.6. 156) 
nj 5 tH 
| + 2GM _2@M? 
боо = r 2 
2C 
ёо = (x x J); 
r 
gj =, + 25, М (3.6. 157) 
r 
于 是 可 写 出 原 时 形式 
2м? 
dr? =(1 _ 2GM + ZEM Ja? — (1 + ZCM) (ax)? 
r r r 4 
- 2605 x J) бах! (3.6. 158) 
r 


方程 (3. 6. 157) 或 方程 (3. 6. 158) 给 出 了 具有 匀速 旋转 运动 的 
均 质 圆 球 所 引起 的 外 部 空间 的 度 规 。 这 实际 上 就 是 以 前 曾经 给 出 的 
Kerr 度 规 在 直角 坐标 中 的 表述 形式 。 


3.6.4 引力 场 与 引力 磁场 
我 们 在 后 牛顿 近似 下 考察 爱 因 斯 坦 场 方 程 


Ry 一 76и = 8TCT (3. 6. 159) 
或 写成 

Ro - =R = 8тСТо (3. 6. 160a) 

Rs - вок = 8тСТ,; (3. 6. 160b) 

R; - uu = 87CT, (3. 6. 160с) 


准确 到 v? 7D ,将 方程 (3. 6. 33 ) 代 人 方程 (3. 6. 160) ,得 
- 了 Aloo - FgooR = 8a GT. (3. 6. 161a) 
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0 
- 144, -FoR = 8тСТе (3.6. 161b) 
l Ad, - L; = 8тСТ 3.6.161 
-5 8j — 84 = тб; (3. 6. с) 


ZEX, Ricci 标量 可 表示 成 
R zB = (g^ R,,)8*, = g^^R,, = g”Ro + К, 
=g Ro, + g”Ro; + ДОК + g?R; (3.6.162) 
由 于 只 将 保留 到 vw/r, 注 意 到 方程 (3. 6.8) 和 方程 (3.6.15), R 
可 写成 
R =[(- 1 + 4) Ry] 52 + [ (8% +27)R,] S 
=- Ro + 89Р, (3. 6. 163) 
其 中 ,上 指标 “3” 表 示 不 超过 阶 次 为 用 /rr 的 所 有 项 。 
将 方程 (3. 6. 33) 代 入 方程 (3. 6.163) ,得 
R = FAko - T A(858,) (3. 6. 164) 


显然 ,由 方程 (3. 6. 163) iAH H R RARA wz/r( 因 为 号 ,具有 量 级 
v^ BI As 具有 量 级 《rz ) 。 让 我 们 再 计算 z. R 不 超过 量 级 ov/ 


r2 的 项 : 
[gooR]s3 =-R =- Ao + qAGHS) (3. 6. 165) 
[28] =0 (3. 6. 166) 
[z R] ° = [ZA - AG] (3.6.167) 
将 上 面 三 式 代 人 方程 (3. 6. 161) ,得 
ql + > Í - qb + AGES) = – SnCToo 
(3. 6. 168a) 


1 
L Ako = -8rCTo (3.6.168b) 


– 8=GT;, (3. 6. 168c) 


Dao ola: l, ai 
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由 方程 (3. 6. 168a) (3. 6. 168b) ,得 


-Ap + ji + Ap -3Ap) = -8mrcT， 
qM = -8mCTo (3.6.169) 
即 
V .Vp =4mGT y (3.6.170) 
V. Vt, =- 16nGT,, (3.6.171) 
至 于 方程 (3. 6. 168c) , 则 是 多 余 的 。 令 
E, = Ve (3.6. 172) 
注意 到 Tw 是 物质 密度 , 则 方程 (3. 6. 171) 可 写成 
У.Е, =4тбр (3. 6. 173) 


这 个 方程 类 似 于 电磁 学 中 的 库仑 定律 。 因 此 ,我 们 可 将 E, 称 为 引 
力 场 强度 (类 似 于 电磁 学 中 的 电场 强度 ) ,将 p 称 为 引力 荷 密度 (类 
似 于 电磁 学 中 的 电荷 密度 )。 如 果 引 力 场 是 稳 恒 态 的 , 则 必 有 
VxE, = 0 (3.6. 174) 
实际 上 ,根据 方程 (3. 6. 172) ,可 直接 推出 方程 (3. 6. 174) 。 
我 们 再 来 考察 方程 (3. 6. 171) , 它 实 际 上 可 写成 


1 
V2(£,) = - 16nGTy; (3.6.175) 


注意 到 Tu 表示 物质 流 密度 , 即 引力 荷 流 密度 (类 似 于 电流 密度 广 ) , 
因此 ,上 式 可 写成 

Vg --16nGj, (3. 6. 176) 
其 中 j 表示 引力 荷 流 密 度 ( 实际 上 就 是 单位 时 间 垂 直通 过 单位 面积 
的 引力 荷 ) 。 令 

H, = Vx£ (3.6.177) 
由 于 

VxH,-2Vx(Vx£) = VV:4)- Vg (3.6.178) 

假定 场 是 稳 恒 态 的 , 则 V .=0。 于 是 

Vx H, = -V°¿ (3.6.179) 
将 上 式 代 人 方程 (3.6. 176) ,得 
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VxH, - l6nGj, (3. 6. 180) 
又 由 方程 (3. 6.177) ,得 
У-Н, =0 (3. 6. 181) 
将 方程 (3. 6. 173) 方程 (3. 6. 174) 方程 (3. 6. 180) 以 及 方程 (3. 6. 
181) 合 写 如 下 
Ve E, = 4m6p 


V x E, = 0 
V x H, = l6nGj, 
V.H, = 0 (3. 6. 182) 


上 面 的 方程 组 就 是 准确 到 量 级 ^r? 的 稳 恒 态 下 的 爱 因 斯 坦 场 
Ji RB H, 由 ji 激发 ,或 者 说 由 矢量 场 7 激发 ,因而 称 之 为 引力 
磁场 ,类 似 于 电磁 学 中 的 磁场 强度 。 这 个 方程 与 稳 恒 态 下 的 麦克 斯 
韦 方程 极为 类 似 。 这 就 使 我 们 有 足够 的 理由 确信 , 爱 因 斯 坦 场 方程 
不 仅 包含 了 引力 场 ( 即 牛顿 引力 ) 效 应 ,而 且 隐 含 着 引力 磁 效 应 。 这 
就 是 说 ,一 个 运动 的 粒子 (或 质 体 ) 不 仅 产生 引力 效应 ,而 且 会 产生 
引力 磁 效 应 : 当 一 个 引力 荷 ( 即 物质 ) 在 引力 磁场 中 运动 时 , 它 将 发 
Æ fei Pe ,正如 电荷 在 磁场 中 运动 时 会 发 生 偏转 一 样 。 科 学 家 正在 利 
用 多 种 实验 手段 检验 引力 磁 效 应 (Ciufolini, Pavlis, 2004 ; Ciufolini et 
al.,2006 ;Soffel et a1.,2008) 。 
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重力 测量 的 一 个 基本 任务 是 确定 地 球形 状 以 及 地 球 外 部 重力 
场 。 在 物理 大 地 测量 学 中 ,确定 地 球形 状 的 传统 做 法 是 采用 重力 测 
量 联合 水 准 测 量 方法 。 从 近代 空间 大 地 测量 的 发 展 来 看 ,可 以 直接 
采用 GPS 测量 手段 确定 地 球形 状 。 但 为 了 确定 地 球 外 部 重力 场 , 重 
力 测量 或 与 之 相关 的 测量 (例如 ,通过 测量 卫星 轨道 的 摄 动 求解 重 
力 场 ) 是 不 可 缺少 的 。 一 个 重要 的 原因 是 地 球 质量 的 密度 分 布 是 未 
知 的 ,不 可 能 通过 对 密度 的 积分 直接 求 定 地 球 外 部 重力 场 。 如 1. 1.2 
节 所 述 , 司 托 克 斯 定理 表明 (Stokes ,1845) ,假定 地 球 表 面 0 是 已 知 
的 ,并 且 知道 了 92 上 的 重力 位 或 重力 , 则 可 唯一 地 确定 地 球 外 部 重 
力 场 (这 里 假定 地 球 自转 角速度 已 知 )。 因 此 ,从 理论 上 来 说 ,如 果 测 
E T 2 上 的 重力 或 重力 位 ,那么 ,根据 司 托 克 斯 定理 ,就 可 以 唯一 地 
确定 地 球 外 部 重力 场 了 。 在 实际 应 用 中 ,利用 重力 位 求解 外 部 重力 
场 比较 容易 ,然而 重力 位 却 难以 直接 观测 。 为 此 ，Jeftreys(1957 ) 
经 讨论 过 将 重力 边 值 问 题 改 化 为 重力 位 边 值 问 题 的 方法 。 但 这 种 方 
法 有 一 个 缺陷 ,就 是 在 从 重力 边 值 改 化 为 重力 位 边 值 的 过 程 中 不 可 
避免 地 引入 了 误差 (Jeffreys,1970)。 

引入 相对 论 等 频 大 地 水 准 面 的 概念 可 以 解决 上 述 不 足 (Shen 
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et aL,1993a; ж 1, ЕН 22,1994; Ht XWR SE ,2004а). JA EE ЕЖ 
说 ,可 以 用 频 移 观测 方法 直接 (观测 ) 确定 地 球 表面 N 上 的 重力 位 ， 
从 而 通过 解 边 值 问 题 确定 地 球 外 部 重力 场 。 

以 往 的 重力 测量 理论 都 是 建立 在 牛顿 引力 论 基 础 上 的 。 按 广义 
相对 论 观点 ,采用 牛顿 引力 理论 ,存在 一 个 相对 量 级 为 10” ~ 107? 
的 误差 (参见 3.5.6 35) ,也 即 误差 达到 微 伽 量 级 。 目 前 的 高 精度 重 
力 仪 (以 牛顿 引力 理论 为 基础 ) 已 达到 0.01 甚至 0.001 Ж НУН 
БЕ (Хи et al.,2000; 孙 和 和 平 ,2004) ,因此 , 若 不 考虑 相对 论 影响 ,其 精 
度 高 于 微 伽 级 的 重力 测量 几乎 是 没有 意义 的 ,除非 只 对 时 变 重 力 部 
分 感 兴趣 。 


41 基本 概念 及 度量 标准 


411 基本 概念 


经 典 重力 测量 的 基础 是 牛顿 引力 定律 和 牛顿 第 二 运动 定律 。 按 
照 经 典 理论 ,空间 和 时 间 都 是 绝对 的 , 选 定 一 个 长 度 标准 以 及 时 间 标 
准 之 后 ,它们 对 任何 情形 都 适用 。 但 在 广义 相对 论 框 架 之 下 ,情形 有 
所 不 同 。 比 如 ,在 4 ЯП В 两 个 不 同 的 地 点 测量 重力 ,由 于 长 度 标准 和 
时 间 标 准 随 空间 位 置 的 不 同 而 变 ( 假 定 存在 引力 场 ) ,对 所 测定 的 量 
的 评价 就 有 所 不 同 。 这 就 意味 着 ,在 4 和 B 两 点 测 得 的 重力 并 不 是 绝 
对 的 。 4 点 的 重力 值 是 按 4 点 的 度量 标准 来 实现 的 ,B8 点 的 重力 值 是 
按 B 点 的 度量 标准 来 实现 的 。 只 有 把 它们 转化 到 具有 某 个 “公共 标 
准 ” 的 系统 之 后 ,比较 它们 的 值 才 有 意义 (详细 讨论 见 后 文 )。 这 就 
给 我 们 提出 一 个 问题 : 必须 建立 一 个 公共 的 标准 系统 ,所 有 的 观测 
量 都 必须 转化 到 这 个 系统 之 中 。 否则 ,绝对 观测 量 往 往 是 没有 意义 
的 。 比 如 ,把 一 个 普通 的 绝对 重力 仪 放 在 自由 降落 的 升降 机 中 ,和 欲 问 
某 一 瞬间 重力 仪 所 在 位 置 的 重力 是 多 少 ? 显 然 , 重 力 仪 所 指示 的 结果 
是 零 ( 因 为 重力 与 惯性 力 抵消 了 ) ,但 实际 上 重力 并 非 为 零 。 如 果 以 
重力 仪 所 指示 的 零 结果 作为 问题 的 解答 显然 是 错误 的 。 但 如 果 把 这 
个 “ 零 观 测 结果 ”转化 到 某 个 公共 系统 之 中 , 则 可 以 得 到 正确 的 
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管 案 。 
由 于 时 间 度 量 和 长 度 度量 是 最 基本 的 两 种 度量 ,因此 ,我们 首先 
规定 这 两 种 度量 的 公共 标准 (广义 相对 论 框架 之 中 )。 


4.1.2 时 间 标 准 


时 间 度 量 是 靠 时 钟 的 守 时 来 度量 的 。 按 照相 对 论 的 观点 ,时钟 
的 运行 速率 不 仅 与 时 钟 的 运动 速度 有 关 ( 即 时 钟 是 否 处 于 运动 状 
态 ) ,而 且 与 时 钟 所 在 位 置 的 引力 位 有 关 。 由 于 地 球形 状 不 规则 ,加 
之 引力 场 分布 极 不 均匀 ,因此 ,一 般 说 来 ,位 于 地 球 表面 两 点 的 时 钟 
的 运行 速率 不 会 相同 。 原因 有 二 : 其 一 是 由 于 地 球 自转 运动 ,两 个 
时 钟 的 运动 速度 不 同 ( 一 般 情形 ) ;其 二 是 两 个 时 钟 所 在 位 置 的 引力 
位 不 同 。 但 我 们 可 以 设想 在 无 穷 远 处 存在 一 个 “理想 时 钟 ”, 这 个 时 
钟 既 不 受 地 球 自 转 以 及 公转 的 影响 ,也 不 受 引力 或 引力 位 的 影响 
(在 无 穷 还 处 引力 和 引力 位 均 为 零 ) 。 由 于 无 穷 远 处 的 度 规 是 闵可夫 
斯 基 度 规 ,因此 静止 在 无 穷 远 处 的 时 间 间 隔 dto 就 是 原 时 ат Ж 
用 原 时 表示 





d7? =- TJ, |x dx” = di — dà? - dy? - dz? 
d 2 
ат 177 1 (4.1.1) 
其 中 用 到 了 "静止 条 件 "” = 0”, 因 此 
dij = dr (4. 1. 2) 
再 考虑 静止 在 地 面 的 时 钟 的 守 时 ,假定 其 时 间 间 隔 为 dr, H + 
dr? = ~ ga | dx" dx” (4.1.3) 
按照 后 牛顿 近似 (参见 3. 6.2 节 ,方程 (3.6.81) ) 
2 dx^ dx" ， 
($) = Sur gr dt 200 - 260° А 
= 1+ (2ф - 12) +2(42 +j -2v-£ qv?) (4.1.4) 
因此 ,准确 到 ,有 
d 
ЕЯ = 1 *(e - >) + (+o + -2v £ + рй - +) 


(4.1.5) 
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其 中 
| v = гоузїп@Ө (4. 1. 6) 

是 时 钟 在 地 心 准 惯性 (球面 ) 参考 系 中 的 运动 速度 ,w 是 地 球 自转 角 
速度 ,r 是 时 钟 至 地 心 的 距离 ,9 是 余 纬 ( 极 角 )。 因 此 ,说 无 穷 远 处 时 
钟 静止 ,是 相对 地 心 准 惯 性 参考 系 而 言 的 。 方 程 (4.1.5) 中 其 他 量 
的 意义 见 3.6.2 节 。 将 方程 (4. 1.2) 代 人 方程 (4.1.5), 即 可 得 到 理 
想 时 钟 的 守 时 dio = + 25 BB II BF Ah BJ SF BF dt 之 间 的 关系 。 另 外 ,再 次 
强调 ,后 牛顿 近似 并 非 在 牛顿 力学 的 意义 上 加 进 一 些 改正 ,而 是 广义 
相对 论 框 架 下 的 一 种 近似 处 理 方法 。 

考察 方程 (4. 1.5) 不 难 发 现 , 等 号 右边 的 第 一 项 是 经 典 项 ,第 二 
TERRA v^ 的 项 ,第 三 项 是 量 级 为 o^ 的 项 。 如 果 和 忽略 后 面 的 两 个 
括号 项 , 则 得 到 de = d7, 回 到 了 和 牛顿 的 时 间 观 。 就 地 面 时 钟 而 言 , 由 
T v ~ 10 飞 (光速 单位 制 ) ,因此 ,可 以 将 方程 (4. 1.5) 等 号 右边 的 最 
后 一 个 插 号 项 略 去 。 故 有 


ат site-a? (4.1.7) 
或 将 方程 (4. 1.2) 代入 上 式 , 得 
dto = (1 + Ф - 37) (4. 1.8) 


9 还 可 以 近似 地 用 圆 球 位 代替 ,从 而 
w(i- deja 


= (1- cx - 本 mozsin26]dt (4.1.9) 
其 中 用 到 了 方程 (4. 1.6) , 是 地 球 质 量 。 
我 们 来 估算 一 下 地 球 表 面 时 ( 即 地 球 表面 的 时 钟 的 守 时 ) 与 理 
想 时 ( 即 理想 时 钟 的 守 时 ) 之 间 的 差异 。 假定 有 一 延续 过 程 7, 用 单 
位 时 间 dto = 1 来 度量 , 则 7 的 理想 时 为 


_ 7 _ 、 
To = а = TE (4. 1. 10) 


对 于 同样 的 延续 过 程 *, 用 单位 时 间 di 来 度量 , 则 地 球 表面 时 为 ( 基 
于 方程 (4. 1. 9)) 
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= а^ ауар 
假定 时 钟 位 于 赤道 上 (在 上 式 中 取 r = R = 6378km) ,注意 光速 单位 
制 , 则 有 


dt | 
uaa] -®М iv) (4.1.11) 


r 


T = т(1- 107° - 107?) = 7(1 - 107?) (4. 1. 12) 


| 一: 





= 107? (4.1.13) 


目前 原子 钟 的 精度 远 高 于 10 ,因此 ,这 一 效应 必须 考虑 。 

方程 (4.1.11) 表明 ,位 于 地 球 表 面 的 时 钟 要 比 理想 时 钟 的 运行 
速率 慢 。 方程 (4.1.9) 则 给 出 了 地 面 单位 时 与 理想 单位 时 之 间 的 关 
系 , 即 理想 时 间 尺 度 ( 标 准 ) 短 于 地 面 时 间 尺 度 ( 标 准 ) 。 我 们 将 以 理 
想 时 dto 为 公共 标准 ,将 地 面 时 di 转化 为 理想 时 dto。 粗 略 一 点 说 ,时 
间 变 换 关系 可 由 方程 (4. 1. 11) 给 出 ,准确 到 vw 量 级 。 更 精确 的 时 间 
变换 (准确 到 ww) 要 采用 方程 (4.1.5) ,这 些 问 题 将 在 4.3 节 详 细 讨 


论 o 
4.1.3 长 度 标准 


由 于 引力 的 存在 ,一 个 量 杆 艺 沿 不 同 的 方向 放置 会 有 变化 。 将 
地 球 引 力 场 设想 为 两 部 分 组 成 : 一 部 分 是 主 项 ,由 均 质 圆 球 ( 质 量 为 
地 球 质量 ) 产生 ,其 度 规 是 Schwarzschild 度 规 g,,; 另 一 部 分 是 扰动 
项 ,由 真实 地 球 密度 与 均 质地 球 密度 之 差 构 成 ,其 度 规 为 huo BA, 
hv 对 尺度 的 影响 远 小 于 Schwarzschild 度 规 z, 的 影响 。 按 
Schwarzschild 度 规 , 量 杆 沿 横向 ( 即 与 球面 相 切 方向 ) 放置 时 不 发 生 
变化 , 记 为 工 , 它 实际 上 是 量 杆 放置 在 无 穷 远 处 时 的 长 度 Lo ; Wr € [u] 
( 即 地 心 矢 径 方向 ) 放置 时 发 生 收 缩 效 应 ‚ау Lus L, E L, Z B] # n 
下 关系 (参见 3.5.6 节 ) 


L, = (1 -H (4.1.14) 


Schwarzschild 度 规 没 有 考虑 地 球 的 自转 。 由 于 地 球 的 自转 运动 , 横 
向 放置 的 量 杆 艺 要 发 生 洛 伦 兹 政 缩 , 径 向 放置 的 量 杆 没有 此 效应 。 








210 相对 论 与 相对 论 重力 测量 
mam 


就 横向 放置 的 量 杆 而 言 , 它 不 受 引 力 影 响 , 但 上 共有 洛 伦 兹 收缩 ,其 收 
缩 的 大 小 取决 于 横向 放置 的 位 置 以 及 方位 : 当 一 个 量 杆 虐 沿 经 度 方 
向 (与 纬度 圈 相 切 方向 ) 放置 时 , 洛 伦 兹 收缩 效应 最 大 ,其 长 度 记 为 
L,; 当量 杆 工 沿 纬度 方向 (与 子午 圈 相 切 方向 ) 放置 时 ,没有 洛 伦 兹 
收缩 效应 ,其 长 度 记 为 Lo。 假定 在 无 穷 远 处 有 一 静止 量 杆 Lo, 可 以 把 
它 看 做 理想 的 长 度 或 标准 长 度 , 因 为 它 不 受 引力 人 以 及 地 球 运 动 的 影 
响 。 于 是 , 沿 纬 度 方向 和 经 度 方向 模 向 放置 的 量 杆 Lo 和 与 标准 长 
BE Lo 之 间 的 关系 可 表示 成 (准确 到 公 ) 如 下 形式 : 

L, = Lo (4. 1. 15a) 


L, = Vi -7h ~ (1 - 27) (4. 1. 15b) 


其 中 wv 由 方程 (4. 1.6) 给 出 。 

沿 径 向 放置 的 量 杆 不 受 地 球 旋转 的 影响 ,只 受 引 力作 用 ,因此 ， 
量 杆 沿 径 向 放置 时 ,其 长 度 上 ,与 标准 长 度 L, Z ij H F =k E ( Z B, 
3.5.6 45) 

GM 
r 
方程 (4. 1. 15а) (4. 1. 15b) 和 方程 (4.1.16) 给 出 了 取 L; 为 标准 长 
度 时 的 度量 结果 (分 别 沿 纬 向 、 经 向 和 径 向 )。 车 以 L, 为 公共 标准 长 
度 , 上 述 方程 仍然 有 效 , 只 需 将 L 换 成 Lo 即 可 。 EAL 为 标准 长 度 ， 

则 有 


L, = (1 - )% (4.1.16) 


L, = (1 + 202), (4. 1. 17а) 
L. = (1 - 6. LL, (4. 1. 17b) 


下 面 我 们 估算 一 下 由 于 量 杆 所 放置 的 位 置 的 不 同 而 导致 的 测量 
误差 。 为 简明 记 , 将 地 球 设想 为 半径 为 RR 的 圆 球 。 在 相对 论 出 现 以 
前 ,无 论 沿 哪 个 大 圆 测量 ,认为 结果 是 一 样 的 。 按 相对 论 观点 ,测量 
结果 将 有 差异 。 首 先 考虑 沿 地 球 赤道 用 量 杆 上 度量 ,这 时 不 存在 引 
力 效 应 ,只 存在 由 于 地 球 自 转运 动 而 引起 的 洛 伦 兹 收缩 效应 。 度量 
结果 是 

p = 2mRL (工作 为 单位 1) (4.1.18) 
EM Ly 来 度量 ,结果 则 为 (注意 : à 的 计算 应 采用 光速 单位 ) 
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Po =p p = p -Z x (2 x107?) x 4 x 10*km 


= р – 4 х 10 2 тт (4. 1. 19) 
结果 表明 ,即使 度量 地 球 一 周 , p + 18 YE 25 W B8 ЖОЛУ II +i ЖЕ EE ЖЕ ЦИГАН, 
是 微不足道 的 。 因 此 ,以 大 地 测量 为 目的 ,这 一 影响 可 以 不 予 考虑 。 

下 面 考虑 由 径 向 度量 带 来 的 影响 。 假定 沿 地 球 径 向 从 r = R FE 
量 到 ”> = R+H。 用 Lo 来 度量 ,其 结果 记 为 D。 车 用 地 面 量 杆 1 来 度 
量 ,其 结果 为 


- Dp - 卫 GM) ~ -9 
D = г -u0 o] D «107?D (4. 1. 20) 


其 中 取 Lo = 1, 
车 取 地 球 典型 长 度 D = 1 x 10^ km = 1 x10?cm( 这 也 是 人 造 地 
球 卫 星 与 地 心 距离 的 典型 值 ), 则 


D, = D «lcm (4.1.21) 
实际 上 ,由 方程 (4. 1. 20) 可 以 得 到 相对 误差 
É -D| . 19-9 (4. 1. 22) 
D 








因此 , 当 ( 相 对 ) 精度 要 求 达到 10”” 时 ,需要 考虑 径 向 引力 收缩 效应 。 
由 于 这 一 效应 本 身 就 比较 小 ,因此 ,由 地 球 不 规则 部 分 ( 即 扰动 部 
4r) 引起 的 收缩 效应 可 以 完全 和 忽略。 由 估计 式 (4.1.22) 可 以 看 出 ， 
对 于 低 轨 卫星 的 跟踪 测 距 来 说 ,无 需 考 虑 相对 论 影 响 ( 仅 就 距离 度 
量 而 言 ) ;对 于 高 轨 卫 星 ( > 104km 的 高 度 ) 的 测 距 或 地 月 测 距 来 说 ， 
要 想 获得 高 精度 的 有 效 测量 数据 ,就 必须 考虑 相对 论 效 应 。 

至 此 ,我 们 给 出 了 时 间 标 准 dio 和 长 度 标准 Lo ,它们 是 假想 的 位 
于 无 穷 远 处 的 单位 时 间 秒 长 和 单位 空间 长 度 。 地球 表 面 的 单位 时 间 
秒 长 以 及 单位 空间 长 度 分 别 由 方程 (4.1.8) 以 及 方程 (4. 1. 15а) ~ 
(4.1.16) 给 出 。 地 球 表 面 的 单位 空间 长 度 必 须 事先 约定 ,因为 沿 不 
同 的 方向 放置 ,其 度量 结果 不 同 。 


4.1.4 研究 方法 
严密 的 相对 论 重 力 测量 理论 需要 在 四 维 时 空中 进行 ,同时 利用 
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爱 因 斯 坦 场 方程 (代替 牛顿 引力 场 方程 ) 。 但 这 样 一 来 ,不 仅 处 理 起 
来 极为 复杂 ,而 且 也 很 难 实际 应 用 。 为 此 ,我 们 将 采用 简化 模型 。 由 
4. 1. 3 节 的 分 析 , 就 确定 地 球 几 何 形 状 来 说 ,由 于 径 向 尺度 收缩 效应 
在 小 于 103 km 的 尺度 上 所 带 来 的 影响 不 超过 lcm, 因 此 ,就 目前 确定 
地 球形 状 的 精度 要 求 而 言 ,我 们 仍然 可 以 采用 欧 几 里 得 几何 学 。 这 
就 意味 着 ,经 典 的 测量 方法 可 以 采用 。 在 考虑 引力 或 重力 的 作用 时 ， 
以 后 牛顿 近似 处 理 方法 为 基础 。 后 牛顿 近似 是 广义 相对 论 框架 下 的 
一 种 处 理 手段 ,可 以 达到 任意 所 需要 的 精度 要 求 。 在 3.5.6 节 以 及 
3.6.2 节 已 经 指出 ,在 地 球 表面 ,相对论 效应 的 影响 量 级 可 达到 微 伽 
Ro 在 本 书 中 ,我 们 是 在 广义 相对 论 框架 下 研究 重力 测量 问题 ,计算 
处 理 采 用 后 牛顿 近似 ,所 有 的 计算 方法 (例如 微 积分 运算 等 ) 仍然 是 
在 通常 的 意义 下 完成 的 。 


4.2 绝对 重力 测量 和 相对 重力 测量 


4.2.1 引力 与 重力 


引力 是 一 个 质 体 产生 的 作用 于 电 中 性 粒子 的 长 程 作用 力 ,该 质 
体 称 为 引力 源 。 在 牛顿 理论 中 ,引力 效应 与 粒子 的 运动 以 及 引力 源 
的 运动 无 关 , 引 力 场 可 用 一 个 标量 函数 Y(Y 称 为 引力 位 ) 来 描述 。 确 
切 地 说 ,只 要 给 定 了 整个 空间 的 标量 函数 Veo) , 即 可 求 出 在 任意 
时 刻 1 任 意 空 间 点 (x,y,z) 处 的 引力 f(t1,x) = VV = (00) е, th e; 
是 基 矢 。 

但 在 广义 相对 论 中 ,引力 效应 与 粒子 以 及 源 的 运动 状态 有 关 LIE 
如 同 在 电磁 理论 中 ,电磁 作用 与 场 源 以 及 实验 粒子 的 运动 状态 有 关 
一 样 。 若 采用 后 牛顿 近似 , 引力 场 需要 用 5 个 标量 函数 (第 一 引力 
位 ,第 二 引力 位 以 及 具有 3 个 分 量 的 矢量 位 ) 来 描述 。 因 此 ,在 广义 
相对 论 中 ,引力 分 量 T*,, 要 比 牛 顿 理 论 中 的 引力 分 量 多 得 多 。 看 起 
ЖГ, 有 (4 хаха = )64 个 分 量 , 但 由 于 六 FASE и ЖП v 的 对 
称 性 , 即 ,= D^, ,因此 ,独立 的 分 量 个 数 只 有 40 个 ,此 因 64 -4 х 
(3 +2 +1) = 40。 在 某 些 特殊 情况 下 ,独立 分 量 个 数 更 少 。 比 如 , 若 
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Ж S'(O' -x'y'z") 
S(O -xyz) 


4.2.1 3 为 地 心 准 惯性 系 ,S$ 为 地 心 旋转 坐标 系 


采用 Schwarzschild 度 规 或 Robertson 度 规 (此 即 意 味 着 所 考虑 的 场 
是 稳 恒 球 对 称 场 ) ,独立 分 量 个 数 只 有 13 个 (参见 3. 5.1 节 和 3. 5.2 
节 ,特别 是 方程 (3. 5. 9))。 

重力 是 附加 的 概念 。 在 牛顿 理论 中 , 它 是 引力 与 离心 力 的 合力 。 
离心 力 取决 于 参考 系 的 选取 。 比 如 ,在 地 固 质心 参考 系 中 ,存在 离心 
23 55 ,但 在 地 心 准 惯性 参考 系 中 ,不 存在 离心 力 场 , 但 在 地 心 旋转 坐 
标 系 中 存在 离心 力 场 ,如 图 4.2.1 所 示 。 因 此 ,在 广义 相对 论 中 ,一 般 
不 讨论 重力 ,因为 其 中 的 一 部 分 与 参考 系 联系 在 一 起 。 但 在 实际 测 
量 中 ,我们 测定 的 量 往往 包含 了 参考 系 效 应 。 因 此 ,有 必要 讨论 参考 
系 之 间 的 转换 。 参 考 系 一 经 变换 , 度 规 张 量 ess, 就 发 生变 化 。 前 面 曾 
经 指出 (参见 3.1.3 节 ) , 度 规 gw 具有 引力 位 特征 ,因此 , gjy 也 可 以 
认为 具有 重力 位 特征 。 因 为 ,假如 gu 是 通常 意义 下 的 地 球 引 力 位 ， 
那么 ,经 过 一 个 随时 间 变 化 的 坐标 旋转 变换 (旋转 角速度 矢量 取 地 
球 旋转 矢量 ) 之 后 ,gu 就 变 成 重力 位 了 。 为 了 看 清 问 题 的 本 质 , 下 
面 以 Schwarzschild 度 规 为 例 来 讨论 在 坐标 变换 下 gw 的 变化 规律 。 

考虑 无 旋转 均 质 圆 球 产生 的 引力 场 。 这 时 , 场 的 性 质 由 
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Schwarzschild 度 规 来 描述 ( 见 3.5.1 节 ), 原 时 间隔 在 静止 球面 坐标 
系 下 可 表述 为 
d7? = (1 -2 M) ap - (1 -2®М) "an - rd? - r?sin?gdA? 
r r 
(4.2.1) 
假定 将 上 述 坐 标 系 记 为 5, 我 们 考虑 在 旋转 球面 坐标 系 S 中 的 
ERER, 不 失 一 般 性 ,假定 S' 的 原点 与 5S 的 原点 重合 ,并 且 以 恒定 
的 角速度 o 相对 5 旋转。 假定 P 点 在 5 系 中 的 坐标 是 (1,r,6,A), 那 
么 ,在 5S' 系 中 的 化 标 可 记 为 (1',r',9',A')。 显 然 , r' ЖП Ө' 分 别 与 + 和 
0 相等 ,因为 当量 杆 沿 r 和 6 的 方向 ( 即 径 向 和 纬 向 ) 放置 时 , 它 不 受 
(地 球 ) 旋转 运动 的 影响 , 即 有 
r-r (4. 2. 2a) 
0-98 (4.2. 2b) 
A' 随时 间 而 变 , 由 下 式 给 出 
A! = À — wt (4.2.3) 
叭 有 坐标 时 上 与 志 之 间 的 变换 关系 较 难 以 确定 。 假 定 在 $ 系 中 考察 ， 
已 点 的 时 钟 静止 ,那么 ,在 5' 系 中 考察 , P 点 的 时 钟 就 以 速度 vw =- 
(rsing)w 运 动 。 因 此 ,根据 狭义 相对 论 ,在 S' 系 看 来 ,坐标 时 :要 比 坐 
标 时 疼 走 得 慢 一 些 。 不 过 , 反 过 来 看 , 即 在 8$ 系 看 来 ,坐标 时 纪要 比 坐 
标 时 上 走 得 慢 一 些 。 于 是 ,我们 遇 到 了 一 个 两 难 问 题 : 根据 洛 伦 效 变 
换 ,一 方面 有 











#=—1 ，- l t (4.2.4) 
VI- V1 - rzwzsin28 
另 一 方面 ,又 有 
= l y (4.2.5) 
为 了 解决 这 一 困境 ,假定 在 S' 系 考察 ,有 

£ = kt (4.2.6) 

由 于 对 称 性 ,在 S 系 中 考察 , 必 有 
t = kt (4.2.7) 


由 式 (4.2.6) 和 式 (4.2.7) 得 
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U = kr (4.2.8) 
由 于 志 任 意 , 因 此 大 =+1l。 取 有 意义 的 值 上 = 1, 则 有 
t' =t (4.2.9) 
将 变换 方程 (4.2. 2a) ~ (4.2.9) 写 在 一 起 ,得 
U =t (4. 2. 10a) 
r-r (4. 2. 10b) 
8x8 (4.2. 10c) 
A'2A-ot (4. 2. 10d) 


需要 指出 ,就 旋转 参考 系 之 间 的 变换 而 言 ，Moller(1972) 也 给 
出 了 上 述 变 换 方程 。 将 方程 (4.2. 10a) ~ (4.2.104) 代入 方程 (4. 2. 
1) ,得 


ат’? 


lI 


ar? = (1 -26M)a - (1 22690) dr 


r 
- r?dg? — r"sin?g'(dA' + wdt')? 


= (1 - 200 -raozsin2b]d2 - (1 -20M) aet 


r: r 





= г240'2 — r'2sin20'dA” — 2r"! osin?0'dA dt' 
(4. 2. 11) 

比较 方程 (4.2. 11). 559; (4.2.1) 即 可 看 出 ,在 旋转 坐标 系 S 
中 ,时 空间 隔 表 示 形 式 多 出 了 一 些 项 ,其 中 交叉 项 da'di 的 出 现 表 示 
A' 与: 有关。 为 了 应 用 方便 ,我 们 将 旋转 坐标 系 S 的 “ 撤 ” 取 消 , 从 
而 得 到 

dz? = (1 - zen 一 ro! sin? de? - (1 - 2см) "dp 

- d$? — r?sin?gdA? - 2r? wsin?6dAdt (4. 2. 12) 
需 记 住 上 述 方程 中 的 所 有 坐标 量 都 是 在 旋转 坐标 系 中 量 取 的 。 当 
然 , G, M, о 等 均 为 常数 (标量 ) ,与 坐标 系 变换 无 关 。 

在 地 心 准 惯性 系 S 中 考察 , g,, 由 方程 (4.2.1) 给 出 ,由 此 构造 
НГ? 只 具有 引力 特性 。 但 在 旋转 坐标 系 S' PER, gu 由 方程 
(4.2.11) 给 出 ,由 此 构造 出 的 7*,, 不 仅 包含 了 引力 作用 ,而 且 还 包 
含 了 离心 力作 用 。 这 一 点 通过 比较 方程 (4.2. 1) 与 方程 (4.2.11) 的 
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Воо 项 (后 一 方程 中 go £ г2о2ѕіп20° 一 项 ) 即 可 看 出 。 如 果 我 们 继 
续 构 造 黎 曼 张 量 R „Р 就 会 发 现 ,无 论 选用 什么 参考 系 , 对 及 ve8 没 有 
任何 影响 (参见 Shen 1996) ,这 时 ,那些 起 源 于 由 于 参考 系 的 选取 不 
同 而 有 所 不 同 的 效应 ,诸如 离心 力 等 , 均 消 失 了 。 换 言 之 ,参考 系 的 
选取 不 影响 空间 本 身 的 内 襄 性 质 。 这 也 意味 着 ,参考 系 的 选取 从 本 
质 上 不 影响 引力 效应 ,但 会 带 来 附加 影响 ,诸如 离心 力 的 影响 等 。 因 
此 ,我们 说 引力 具有 本 质 特 性 ,而 重力 则 是 附加 上 去 的 概念 。 

若 将 地 球 视 为 旋转 的 均 质 圆 球 ,可 采用 Kerr 度 规 ( 见 3.5.2 节 )。 
按 Kerr 度 规 ,在 地 心 无 旋转 参考 系 ( 即 地 心 准 惯性 参考 系 ) 中 考察 
(1 2) = (1 - 2CM) a 


dr? = de? 


— r?dg? ~ r2sin20dA2 + GJsin20dA d£ (4.2.13) 
其 中 了 是 地 球 自 转角 动量 ,可 表示 成 (参见 3.6.3 35, 2718 (3.6. 
153)) 
J = SMR?w (4.2.14) 
同样 ,将 变换 式 (4.2.10) 代入 方程 (4.2.13) 可 得 到 地 心 旋转 
参考 系 $ 中 的 表示 式 





-1 
dr? = dr? = (1 -2®М)ш -(i.28M) ae (4.2.15) 
r 
=~ r°? d8”? — r?sin?g'(dA' + wdt')? + GJsin20'( dÀ + odt') dt' 
= (1 . ZCM = т'?ф?в1п?@' + GJosin2 g) dr”? - 
r 


_ (1 _ 20M)" dr? — г'?4бө'? _ r?sin?g'dA"? 
r 
- (2r? wsin?8' – GJosin?8') dA'dt' (4.2.16) 
或 者 将 “ 撤 ~” 取消 ,写成 


йт? = (1 _26М _ ræ sin? + GJesin 29) аг? 
r 


一 (1 - 267) аә 
r 


- (2r2osin20 ~ GJosin20)dÀ dt — r2d02 — r?sin?8dA? 
(4.2.17) 
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Kerr 度 规 与 Schwarzschild 度 规 的 区 别 在 于 ,Kerr 度 规 考 虑 了 引 
力 源 的 自转 对 引力 场 的 贡献 ,而 Schwarzschild 度 规 将 引力 源 视 为 无 
旋转 的 ,自然 也 就 没有 考虑 自转 对 场 的 贡献 。 

将 地 心 无 旋转 参考 系 中 的 Kerr 度 规 (4. 2. 13) 与 旋转 参考 系 中 
的 Schwarzschild 度 规 (4.2. 12) 进行 比较 就 会 发 现 , 在 广义 相对 论 
中 ,一 个 静止 参考 系 中 旋转 的 天 体 ( 或 恒星 ) 产生 的 引力 效应 ,与 一 
个 在 旋转 参考 系 中 考察 一 个 假定 相对 宇宙 空间 无 旋转 的 天 体 产 生 的 
引力 效应 并 不 相同 。 也 就 是 说 ,是 天 体 旋转 还 是 参考 系 旋 转 , 二 者 并 
不 等 价 。 

实际 上 ,地 球 并 不 是 均匀 圆 球 ,而 是 密度 分 布 不 均匀 的 复杂 的 形 
体 ( 大 致 可 认为 是 旋转 椭 球 体 )。 为 此 ,我 们 需要 采用 后 牛顿 近似 法 
求解 。 时 空间 隔 可 写成 





dr? = - godt? ~ 2g,dtdx! - g; dx: ах) (4. 2. 18) 
3778 (3.6.6) RAER, REE guyo 量 级 ) ,得 
dr? =- (- 1 + £p + 600) dt -28odtdz — (85 + £j + bi) хаа) 
(4.2.19) 


取 笛 卡尔 坐标 系 , х0 =t, xl = x, x? = y, х? = z, 并 将 方程 (3. б. 
55) ~ (3.6.67) 代入 方程 (4.2. 19) 之 中 ,得 
dr? = (1 +2@ + 2@2 + 2р) 0? - 2£,dtdx - 2£5dtdy 
-2f,didz - (1 - 29) (dà? + dy? + dz?) (4.2.20) 
其 中 ,牛顿 位 wo 第 二 引力 位 少 以 及 矢量 位 4 的 具体 表达 式 分 别 见 方 
$2(3.6.57) 方程 (3. 6.67) 以 及 方程 (3.6.61) ,同时 ,在 方程 (4. 2. 
20) 中 略 去 了 8jdxidxi 项 ,因为 在 方程 (4.2.19) 两 边 同 除 以 dt 之 
后 ,这 一 项 具有 88. 
表达 式 (4.2.20) 是 地 心 准 惯性 系 $ 中 考察 的 结果 。 SHEER 
到 地 固 质 心 参考 系 S' 中。 
S 以 角速度 ww 绕 5 旋 转 (2Z 5j Z' 重合 ,A = À -wt) ,如 图 4.2. 
1 所 示 。 两 个 参考 坐标 系 之 间 的 变换 方程 如 下 
t =t 


x' = г'совА' = rcos(A — wt) 
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= reosAcoswt + rsinA sinwt 


= xcoswt + ysinot 


y’ = rsin(A — wit) = ycoswt — xsinwt 
z =z (4.2.21) 
或 写成 
t 1 0 0 0T: 
x' - О cosot sinwt Ох (4.2.22) 
y О -sinot coswt O|| y 
z’ 0 0 0 1-52 
Е: 1 0 0 Oe 
хр О cosot' -sinot' 0 || х’ (4.2.23) 
у Ü sinot' coswt’ OJ y 
z 0 0 0 1-Lz' 
或 写成 
t = t 
x = x'cosot' — y'sinot' 
y = x'sinot' + y'cosot' 
z = z (4.2.24) 
由 此 得 
dt = dt' 
dx = cosot'dx' — sinot'dy' — c(x'sinot' + ycoscot!) dt' 
dy = sinot'dx' + cosot'dy' + w(x'coswt' – y'sinot') di 
dz = dz’ (4.2.25) 
X 


dx? + dy? + dz? = dx + dy’? + dz? + e? (x? +у'?уа:? 
+ [ — 2w9cosot'(x'sinot' + y'cosot') + 2osinot'( x'cosot' 
— y'sinot') ]dt'dx' 
+ [2osinot'(x'sinogt' + y'cosot') + 2ocosot'(x'cosqt' 


- y'sinot') ]di'dy' 
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= dx” + dy? + dz? + a? (x? + y'?)dt? – 2oy'dt'dx' 
+ 2«x' dt' dy' (4.2.26) 
将 方程 (4. 2.24) ~ (4.2.26) 代入 方程 (4.2. 20) 之 中 , 则 有 
dz? = dr? = [1 +2e@e(x,t) +2 (x,t) +2Ш(х„) ] dt 
- 24; (x,t) ах‘ — [1 ~- 2e(x ,t) ] (da? + ду? + dz?) 
= (1 + 2ф' +2ф'? + 2y') di? 
– 2(£'1cosot' + Z'sinot') dt'dx' 
= 2( - £', singt! + £',cosei') di'dy' — 2£54dt'dz' 
~ 20| — £ (х'ѕіпо + y'cosot') + 1 ( x'cosot' 
~ y'sinot') ] dt”? 
- (1 —2e')[ dx" + dy? +dz + o? (x? +у'?)уа:'?] 
+ (1 -2g')2oy'dt'dx' - (1-29)2ox'dt'dy' 
= [I +29 +2ф'? -2y' - o? (x? + y?) «2o? (x? 
ey)! 
+ 201 ( x'sinot' + y'cosot') – 200, (х'соѕоі’ 
-= y'sinot') Jdt’? 
- [2(Z4cosot' + Z5sinot') -2w(1 - 29) y' ]4:'ах' 
- [2C - Zisinot' + £5cosot') + 2ox'(1 -29') ]dt'dy' 
- 244 di'dz' 
- (1 - 29) (42 + dy? + dz) (4.2.27) 
RP, ф', у’, CURIE TE AS S Н АЈ — F tii S| Jy tz 08 59071 
位 和 矢量 位 。 取消 “ 撤 ” 号 , 则 有 
dr? = [1 + 2ф -w (а? + y?) + 2@2 + 2p + 262 (x? + y2) @ 
+ 204 (xsinwt + ycoswt) - 2of4(xcoscot - ysinot) ] dt? 
- [2 (¿Z icosot + £5sinot) - 20у(1 - 29) ] dsdx 
— [2( - £ sinot + Z5cosot) + 2ox(1 -2p)]dtdy - 223dtdz 
- (1 - 29) (42 + dy? + dz?) (4. 2.28) 
Jj f£ (4.2.28) 给 出 了 在 地 固 质心 参考 系 中 的 时 空间 踊 表 示 ,从 
而 给 出 了 d 盖 在 地 球 引 力 场 中 的 表达 式 。 这 个 方程 看 起 来 很 复杂 ,但 
就 大 地 测量 应 用 而 言 ,一 般 情况 下 只 需要 准确 到 量 级 。 这 时 ,方程 
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(4. 2. 28) 可 简化 为 
dz? = [1+2p - o? (x? + ?) jd? - (1 ~ 2ф) (ах? + dy? + dz?) 
(4. 2. 29) 
如 果 要 考虑 中 心 天 体 的 旋转 效应 , 则 需 采 用 方程 (4.2.28) 。 下 
面 我 们 考虑 一 种 简化 的 形式 , 即 假定 中 心 天 体 的 自转 角速度 w 是 恒 
Bto 根据 3. 6.3 节 的 研究 ,在 准 箔 卡尔 惯性 系 中 ,矢量 场 ¢ 可 写成 


{= Gr x J) (4.2. 30) 

FK 203.633); 
J = $m [arta - км, (4.2.31) 
是 天 体 的 角 动 量 , 这 里 假定 了 密度 ТОО = p 为 均匀 分 布 。 就 我 们 感 兴 
趣 的 问题 而 言 ,由 于 本身 是 少量 级 的 量 ,因此 ,J 可 以 近似 地 用 方 


程 (4.2.31) 代替 (即将 7 视 为 均匀 分 布 ) ,这 时 ,与 w 的 方向 一 致 
(近似 )。 
在 准 笛 卡 尔 惯性 系 中 ,时 空间 隔 由 方程 (4.2.20) 给 出 , 重 写 于 


" dr? = (1 +2ф + 242 + 24р) d? -2¢ - dxdt - (1 - 2ф) (dx)? 
(4.2.32) 
将 方程 (4. 2.30) 代 人 方程 (4.2.32) ,得 
dr? = (1 +2@ +2@2 +2ф)4? - 5502 x J) - dxdt 
- (1 - 29) (dx)? 
= (1 +2p «29? + 2) de C (dx x x) dt 
- (1 - 29g) (dx)? 
= (1 +2@ +2p2 -2y)d£ - (yas - xdy)dt 
- (1 - 2ф) (dx)? (4.2.33) 


将 上 述 度 规 表示 转换 到 地 固 质 心 参考 系 之 中 ,即将 变换 方程 
(4.2.24) ~ (4.2.26) 代 人 方程 (4. 2.33) 之 中 ,注意 到 
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ydx — xdy = (x'sinot' + y'cosot')[ cosot'dx' — sinot'dy' 
— o (x'sinot' + y'cosct') аг] 
— (x'cosot' — y'sinot') [ sinot'dx' + cosot'dy' 


+ o (x 'coscot' ~ y'sinct') dt'] 


(x'"sinot' + y'coswt' ) (coswt'dx’ — sinot'dy') 
— (x'cosot' — y'sinot') ( sinot'dx' + cosot'dy') 
— o ( x'sinot' + y'cosot')?dt' — o (x'cosot' 


— y'sinot' )?dt' 


= y'dx' - x'dy' — (x? + y?)dt' (4. 2. 34) 
得 
dr? = dz? = (1 +2@' +2ф'? +2у')4:'7? 
- SC qt у'ах' - x'dy' - @(х'? + y? )dt']die 
r 
= (1 = 2ф') [(dx')? eo? (x? + у'2) 4:2 - 2oy'dt'dx' 
+ 2ox'dt'dy!] 
= [1 +2ф' +29 «2y' – o? (x? ey?) +2ф'а? (х? ey?) 
+ SC qu (s? +у'?)у]а?? 
г 
4G , , r DA 
- [Fay -2wy'(1 —2ф') 1а 
一 [- 等 jx *t2ox'(l-29') [агау - (1 - 2ф') (4х')? 
(4. 2. 35) 
带 “ 抠 ”的 量 均 表示 在 地 固 质 心 参考 系 中 量 了 到 。 只 要 记 住 这 一 点 ,可 
将 “ 撤 ” 号 取消 。 于 是 ,方程 (4.2.35) 可 改写 成 


dz2 = [1 +2@ - а? (х? + у?) +202 +2 
+ 202 (х2 + y2)@ +E jola? +7?) Ја 
г 
一 [22 - 20у(1 - 2g) Jo 
r 


4G 
- | - s + 2шх(1 ~ 29) | ay 
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- (1-2g)(dx? + dy? + dz?) (4.2.36) 
其 中 Po Яй у 分别 为 第 一 和 第 二 牛顿 引力 位 。 | 


4.2.2 绝对 重力 测量 


我 们 先 考 虑 最 简单 的 绝对 重力 测量 方法 一 一 ЗК. 假定 弹 
簧 的 候 强 系数 为 大, 那么 ,根据 胡 克 定律 , 当 弹 簧 由 不 受 力 时 的 长 度 
xo 伸 长 到 受 力 时 的 x 时 ,有 如 下 方程 
f = (x - xo)k (4.2.37) 
其 中 /是 弹簧 所 受到 的 拉力 。 
按 和 牛顿 理论 ,只 要 /恒定 ,不 论 弹 筑 秤 沿 什 么 方向 放置 ,弹簧 被 
拉 伸 的 长 度 是 恒定 的 ,因而 在 刻度 尺 上 的 读数 与 弹簧 释 如 何 放置 无 
Ko TE BERELE- MEN m 的 物体 , 按 牛 顿 理论 , m 所 在 处 
的 重力 由 下 式 决 定 
f = mg (4.2.38) 
其 中 , g 是 重力 加 速度 , 也 即 单位 质点 所 受 的 重力 。 于 是 ,由 方程 
(4. 2. 37) 和 方程 (4.2.38) 得 到 重力 


g = f = 2790, (4.2.39) 


现在 按 广义 相对 论 的 观点 来 考察 看 有 什么 变化 。 如 图 4.2.2 所 
示 ,假定 弹簧 E 静止 水 平 放 置 时 的 长 度 为 xo ,在 力 / 作 用 之 下 拉 伸 到 
长 度 x, 则 方程 (4.2.39) 仍然 成 立 。 当 弹簧 竖 直 ( 即 沿 地 球 径 向 ) 放 
置 时 ,不 受 外 力 ( 只 受 引力 ) 的 长 度 应 该 是 


хр = (1 - 58), (4.2.40) 


其 中 m EHe РЕ BS BR N o БЕ КОРСЕТ, ТЕРЕЛ РТН 
长 至 x, 那 么 ,在 同样 大 小 的 力 的 作用 下 , 坚 直 放置 时 , 则 伸 长 至 


x (1-85. (4.2.41) 


因此 , 坚 直 放 置 时 ,在 力 f 作 用 下 总 的 伸 长 量 为 
GM GM ) 
x Xo 


, t _ _ 
X -Xo= x Xo 
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图 4.2.2 弹簧 秤 原理 


GM 
х ло т (9 о) 


= (1 - E) C - xo) (4.2.42) 
ro 
ТЕ ER P ҘЕ k ИЙ E f = (x - xo)k, 则 有 
f= (1-69) on T aya (4.2.43) 
To 
ES 
“ f = mg (4. 2. 44) 
则 g = (1-2) £5 (4. 2. 45) 
To m 


在 刻度 尺 上 读 取 xb 以 及 x', 则 可 由 方程 (4.2.45) 求 出 按 相对 论 观 点 
测 得 的 绝对 重力 。 但 由 于 刻度 尺 竖 直 放置 时 (与 横向 放置 时 相 比 ) 
AFO - СМ/т) 收缩 ,因此 ,方程 (4. 2. 45) 与 方程 (4.2.39) 完全 
相同 。 这 就 是 说 ,用 弹簧 秤 测定 绝对 重力 ,经 典 理论 是 可 靠 的 。 不 
过 , 弹 答 秤 的 精度 很 低 ,一 般 只 有 几 十 毫 伽 ( 方 俊 ,1961) ,作为 科学 
研究 ,目前 已 很 少 应 用 。 下面 考 虑 一 种 精度 较 高 的 方法 一 一 BB 
Ж, 
按 牛 顿 理论 ,自由 落体 的 运动 方程 可 写成 
F = р (4.2. 46) 
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其 中 g 是 重力 加 速度 。 在 小 邻 域 之 内 ,可 认为 g 是 常数 。 由 方程 (4. 
2.46) ,经 两 次 积分 ,得 


r = г, + gt = vg + gt 

r = ro + bot + jen (4. 2. 47) 
ro 和 wo 对 应 于 上 = 0 时 刻 的 落体 的 位 置 和 速度 。 测定 一 组 1 和 r, 则 得 
到 一 个 方程 (4. 2. 47) , 今 假定 测定 了 三 组 数 二 ,Ti; t2, т); ly, T3, I 
得 到 三 个 方程 


r; — ту = Voli + = 1,2,3 (4. 2. 48) 
出 上 边 三 式 得 


1 
гә = гр = (t; - 1) | vo +-ув\! +0) | 


T3 =r] = (6-а) [vo m +n) | (4. 2. 49) 


消去 wo, 即 得 到 


g = 2(2—À 2316, =) (4.2. 50) 
t-i h-i 





这 个 方程 给 出 了 按 牛顿 理论 测定 出 的 绝对 重力 数值 。 

按 广义 相对 论 ,在 球 近 似 下 ,在 速度 为 零 的 解 时 ,准确 到 只 E 
级 ,自由 落体 的 运动 方程 可 写成 (参见 3. 6.2 节 , 方 程 (3. 6. 77) ) 
ЕЕЕ – 26м. (4.2.51) 


r r r 


r= 





由 于 GM/r 是 小 量 ,在 小 邻 域内 可 视 为 恒 量 CM/R, 而 且 在 小 邻 域内 
也 可 以 认为 运动 速度 接近 零 ,因此 ,方程 (4.2.51) 足够 精确 ; 于 是 
( 令 r = R) 


Р -ge (4.2.52) 
R 
令 
; 26M 
g = 6-2 (4. 2. 53) 


则 有 
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r = р (4.2.54) 
方程 (4. 2.54) 与 方程 (4. 2.46) 具有 完全 相同 的 形式 , 故 有 
z = ?2 人 人 (h = 2)! (4.2. 55) 





з -tl 5-0 

如 果 我 们 将 了 视 为 重力 加 速度 ,也 即 重力 的 话 ,那么 ,比较 方程 
(4.2.55) 和 方程 (4.2.50) 可 以 看 出 ,用 自由 落体 法 测定 的 绝对 重力 
不 论 在 经 典 意 义 上 还 是 在 广义 相对 论 意义 上 都 是 相同 的 。 实 际 上 ，， 
在 局 部 邻 域 , 场 可 以 看 做 是 均匀 的 ,因此 ,根据 等 效 原理 ,一 切 物体 均 
以 恒定 的 加 速度 下 落 。 这 个 结论 不 论 是 在 牛顿 理论 框架 还 是 广义 相 
对 论 框架 都 是 正确 的 。 方程 (4.2.46) 和 方程 (4.2.54) 就 是 上 述 陈 
述 的 数学 表述 形式 。 这 就 意味 着 ,用 自由 落体 法 测定 的 绝对 重力 值 
究竟 属于 广义 相对 论 还 是 牛顿 理论 ,无 法 分 辨 。 如 果 认 为 牛顿 理论 
正确 , 则 可 认为 测定 的 是 生 顿 意义 下 的 绝对 重力 。 如 果 认 为 广义 相 
对 论 正 确 , 则 可 认为 是 广义 相对 论 意义 下 的 绝对 重力 。 这 就 是 说 , 即 
使 以 广义 相对 论 为 基础 ,用 通常 意义 下 的 自由 落体 法 测定 的 重力 仍 
然 是 有 效 的 。 

在 不 是 很 严格 的 意义 上 ,我 们 可 以 把 上 述 论证 推广 ,推广 到 用 任 
意 动 力 法 ( 即 考察 质 体 在 重力 场 中 的 运动 形式 从 而 确定 重力 的 方 
法 ) 测定 绝对 重力 的 情形 。 因 为 质点 在 重力 场 中 的 运动 服从 统一 的 
规律 ,因此 ,无 论 采 用 什么 形式 的 动力 法 ,测定 的 重力 应 该 是 完全 相 
同 的 (忽略 误差 影响 )。 

不 过 必须 注意 ,虽然 用 动力 法 测定 的 重力 可 以 认为 是 广义 相对 
论 意 义 下 的 ,但 不 能 把 该 重力 与 牛顿 重力 等 同 起 来 。 举 一 个 简单 的 
例子 便 可 说 明 问 题 。 为 了 讨论 问题 简单 , 先 忽略 离心 力 的 影响 ,这 时 
重力 等 同 于 引力 。 考 虑 半径 为 R 的 均 质 圆 球 产 生 的 引力 场 。 按 牛顿 
理论 , 离 球 心 r(r m OR) 处 的 引力 ( 即 重力 ) 为 

. eM (4.2. 56) 

其 中 六 是 均 质 圆 球 的 引力 质量 。 但 按照 广义 相对 论 ВЕК r IER] 
力 ( 重 力 ) 为 

во = (4.2.57) 


r r 
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比较 方程 (4. 2.56) 和 (4.2.57) 可 以 看 出 ,由 广义 相对 论 计算 出 的 重 
力 值 要 比 按 牛顿 理论 计算 的 值 小 一 些 。 但 由 于 地 球 密度 分 布 未 知 ， 
在 地 球 表 面 只 能 通过 动力 法 测定 绝对 重力 ( 指 高 精度 重力 测量 ) ,而 
这 种 测定 方法 是 通过 观测 г, 和 (E = 1,2,…) 来 计算 重力 值 的 。 根 
据 前 面 的 论证 ,用 这 种 方法 测定 的 重力 可 以 认为 是 牛顿 意义 下 的 ,也 
可 以 认为 是 广义 相对 论 意义 下 的 。 为 了 明确 起 见 , 今 后 我 们 约定 ,用 
动力 法 测定 的 绝对 重力 是 广义 相对 论 意义 下 的 值 。 
需要 指出 ,在 更 严格 的 意义 下 ,牛顿 理论 与 广义 相对 论 对 描述 自 
由 落体 运动 有 差异 。 这 时 ,在 地 面 附近 ,牛顿 描述 不 能 简单 地 采用 方 
程 (4. 2. 46) ,因为 还 有 旋转 参考 系 的 影响 ;而 广义 相对 论 的 描述 则 
需 采 用 方程 (3. 6.71)( 见 3.6.2 节 )。 实 际 上 ,根据 广义 相对 论 ,旋转 
的 地 球 会 产生 附加 的 引力 磁 效 应 ,但 按 牛 顿 理 论 ,不 存在 这 一 效应 。 
现在 出 现 了 这 样 一 个 问题 : 测定 某 处 的 重力 (应 用 动力 法 ) 是 
以 当地 的 量 杆 (长 度 标准 ) 和 时 钟 来 测定 的 ,由 此 会 产生 系统 性 的 差 
异 。 比 如 , 设 4 和 BB 是 地 面 上 不 同 的 两 点 ,具有 不 同 的 重力 位 , 则 这 两 
处 的 时 钟 的 运行 速率 不 同 (Weinberg,1972;Bjerhammar,1985 ; Shen 
et al.,1993a; 金 标 仁 , 申 文 研 ,1994) 。 因 此 ,一 般 说 来 ,由 于 不 同 地 方 
的 时 钟 的 运行 速率 不 同 ,从 而 会 影响 到 对 重力 值 的 测定 结果 。 为 此 ， 
我 们 来 讨论 这 个 问题 。 
假定 4 和 8 处 的 牛顿 引力 位 分 别 为 VY, 和 V,( 取 正 值 ) ,重力 位 分 
Я W, 和 W,( 重力 位 是 引力 位 与 离心 位 的 和 , 见 4.3.1 节 ), 则 4 和 
B 两 处 的 时 钟 的 单位 秘 长 可 分 别 表示 成 (参见 3.5. 6 1) 
At, = (1 - W,)At (4. 2. 58а) 
At, = (1 - W,)At (4. 2. 58b) 
其 中 , At 是 时 钟 静 止 在 无 限 远 处 时 的 单位 秒 长 ,多 是 牛顿 引力 位 与 
离心 力 位 之 和 , 均 取 正 值 。 
量 杆 竖 直 放置 时 ,不 受 地 球 自 转 的 影响 ,因而 不 受 离心 力 的 影 
响 。 因 此 ,就 自由 落体 法 测 重力 而 言 , 4 和 好 处 的 单位 量 杆 分 别 可 表 
示 成 (参见 3.5.6 1) 
L, = (1 - V)Lg (4. 2. 59а) 
L, = (1 - VL (4. 2. 59b) 
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今 以 4 点 的 时 钟 和 量 杆 为 准 , 则 有 
At, = (1 - W,)(1 - W.) ! At, = (1 - W, + W,) Az, 
(4.2.60) 
L, = (1 =V,)(1 -VL = (1 -V, +V L, (4.2.61) 
因此 ,假如 我 们 认为 在 4 点 用 自由 落体 法 测定 的 重力 不 需 修 正 ,那么 
在 如 点 测定 的 重力 值 就 需要 进行 修正 了 。 为 了 估算 修正 量 ,假定 在 如 
点 实测 的 重力 值 (重力 加 速度 ) 为 ae。 根据 方程 (4. 2. 54) 和 (4. 2. 
55), a, 可 表示 成 


r, 一 了 гә 一 

3 1 2 1 -1 

„=2 _ JG - n) 
35-11 ë bho- 


a 


(4. 2.62) 











上 式 等 号 右边 采用 符号 | ,表示 用 8 处 的 时 钟 和 量 杆 测定 的 量 。 将 它 
们 转换 为 4 处 的 时 钟 和 量 杆 测定 的 量 , 根 据 方程 (4.2.60) 和 (4. 2. 
61) ,得 

; (1- V, + V,) an г) 


o „| 
в 一 一 3 2 
(1 — W, + W,)? f 70 h h ý 








= 1700, a, (4.2.63) 
(1- W, + W.,)° 
其 中 a, 表示 用 4 处 的 度量 标准 ( 量 杆 和 时 钟 ) 测定 所 得 到 的 8 点 的 
重力 值 。 
由 方程 (4. 2.63) 得 
а'„ = (1 - V, + V, + 2W, – 2W,)a, 
= [1 =- (V, - V.) +2( W, - W.) ]a, (4. 2. 64) 
在 地 球 附近 ,lm 的 高 差 所 对 应 的 位 差 ( 或 重力 位 差 ) 大 约 10719 (36 
速 单位 ,参见 Bjerhammar,1985 ;Shen et al.,1993a) , 假定 4 和 8B 两 点 
的 高 程 差 为 10km, 那么 ,对 应 的 位 差 ( 或 重力 位 差 ) 大 约 为 104 x 
10-16 = 107", Р, BIJE (4. 2.64) 得 
a', = (1 € 107?)a, (4. 2. 65) 
iba, = 10ms^? = 10°em : s? = 10?Gal , Jill 
a's = (1 £ 1077) x 10?Gal = 10?Gal + 10 Са] 
= 10?Gal + 10 3 Gal (4. 2. 66) 
这 个 改正 量 是 目前 绝对 重力 测量 的 精度 难以 达到 的 。 况 且 在 大 地 测 
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级 ) 远 远 高 于 上 述 改正 量 。 因 此 ,以 大 地 测量 为 目的 ,前 面 所 说 的 修 
正 项 是 不 必要 的 。 因 此 ,今后 我 们 约定 ,用 动力 法 测定 绝对 重力 , 以 
当地 测定 的 值 为 准 。 这 种 约定 不 会 给 实际 应 用 带 来 可 察觉 的 影响 。 


4.2.3 相对 重力 测量 


相对 重力 测量 是 指 确定 两 点 之 间 的 重力 差 值 。 假定 知道 了 一 点 
A 的 绝对 重力 值 (比如 用 绝对 重力 仪 测量 出 了 4 点 的 值 ) ,那么 ,通过 
相对 重力 测量 可 确定 8 点 的 重力 值 ,只 要 测 出 了 4、B 之 间 的 重力 差 。 
现代 相对 重力 测量 均 采用 静 力 法 ,不 采用 动力 法 ,因此 ,对 相对 重力 
仪 的 要 求 就 不 像 绝 对 重力 仪 那样 复杂 (需要 精密 测 时 和 测 距 装置 ) 。 
一 般 地 ,测定 相对 重力 是 采用 静 力 平衡 原理 。 例 如 ,目前 广泛 使 用 的 
拉 科 斯 特 重力 仪 ,就 是 根据 静 力 平衡 原理 设计 的 一 种 金属 弹 得 重力 
仪 ( 管 泽 霖 , 宁 津 生 ,1981) ,精度 可 达 几 个 微 伽 。 显然 , 4. 2. 2 节 的 研 
究 已 充分 说 明 , 由 相对 重力 测量 得 到 的 重力 差 , 可 以 认为 是 经 典 意义 
下 的 量 ,也 可 以 认为 是 广义 相对 论 意义 下 的 量 , 二 者 从 目前 所 要 求 的 
精度 意义 上 看 没有 什么 区 别 , 即 这 一 结论 是 近似 成 立 的 ,也 即 在 4. 
2.2 节 末 尾 讨 论 的 意义 下 成 立 ( 严 格 地 说 ,有 微小 差别 ) 。 对 此 ,下 面 
给 出 论证 。 
假定 在 4 点 和 8 点 用 绝对 重力 仪 测量 了 4 点 和 B 点 的 绝对 重力 
a, Жа, 以 4 点 的 度量 为 准 , 则 8 点 的 实际 重力 应 该 是 ( 见 4.2.2 节 ) 
a's = [1 - (V, - V) +2(W, - W,) la, (4.2.67) 
但 按 牛 顿 理论 ,应 该 有 
Q's = а, (4.2.68) 
假定 用 相对 重力 仪 测定 了 4 55 B 2 I8] BJ E 7235 Aa,s。 由 于 相对 重力 
仪 的 测定 原理 基于 静 力 平衡 系统 ,而 这 个 系统 的 整个 体系 (包括 弹 
EMARE) 在 引力 场 中 按 统一 的 规律 变化 。 因 此 , 它 所 指示 出 来 的 读 
数 不 论 按 牛顿 理论 解释 还 是 按 广义 相对 论 解 释 都 是 正确 的 。 这 就 意 
味 着 ,用 相对 重力 仪 测量 的 4 与 B 之 间 的 重力 差 可 表示 成 
Aa, = а, — а, (4. 2. 69) 
但 按照 广义 相对 论 ,4 与 B 之 间 的 重力 差 应 该 是 
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Aa; = а', -a 
= a-a, -[(V, - V) - 2(W, – W.) Ја, 
= Дањ - [ (V, - V,) - 2( W, - W,) Ја, 
(4.2.70) 
在 上 边 的 方程 中 ,第 三 个 等 号 右边 的 第 二 项 显示 了 由 相对 重力 测量 
推出 的 8 点 的 值 与 真正 的 8B 点 的 值 的 差异 。 不 过 ,在 4.2.2 节 已 经 讨 
论 过 ,这 一 差异 非常 微小 ,完全 可 以 忽略 。 比 如 ,由 4 点 出 发 ,用 相对 
重力 测量 历经 10km 高 差 测定 出 了 8 点 的 重力 ,由 此 带 来 的 相对 论 性 
影响 大 约 只 有 10 jGal, 这 远 远 小 于 相对 重力 测量 在 历经 了 这 样 一 
个 高 差 所 能 达到 的 精度 。 因 此 ,方程 (4.2.70) 中 的 最 后 一 项 实际 上 
是 无 意义 的 。 这 也 就 意味 着 ,我 们 可 以 写 出 
Лал = Aa, (4.2.71) 
这 就 证 实 了 前 面 给 出 的 结论 :用 相对 重力 仪 测量 重力 差 ,可 以 认为 是 
广义 相对 论 意义 下 的 值 。 


4.2.4 ”地 球 的 质量 


我 们 把 讨论 限定 在 地 球 的 固体 和 液体 部 分 , 先 不 考虑 大 气质 量 。 
第 一 个 对 地 球 的 质量 作出 精确 测定 的 人 是 卡 文 迪 西 (Cavendish)。 
为 了 测 出 地 球 的 质量 ,首先 必须 知道 万 有 引力 常数 。 为 了 测定 万 有 
引力 常数 ,Cavendish(1798) 做 了 一 个 实验 ,通称 卡 文 迪 西 实验 ,其 基 
本 原理 如 下 所 述 (参见 图 4.2.3)。 

两 个 等 质量 圆 球 4 与 刚 杆 EE 刚性 连接 ,后 者 与 扭 丝 T( ы SE 2k 
方向 ) 固 结 在 一 起 ;两 个 等 质量 圆 球 B 固定 在 地 面 ,并 使 这 四 个 球 处 
在 同一 水 平面 之 内 。 假定 它们 的 质量 都 是 1kg( 由 国际 权 度 局 定义 ， 
参见 Sticker,2004), A 5j B8 之 间 的 距离 为 i。 根据 万 有 引力 定律 ,，B 
对 А 的 吸引 力 为 

Єт? 
fa = 5 (4.2. 72) 
其 中 , 6G 是 万 有 引力 常数 , m HARAR, 

假定 两 个 球 4 的 悬挂 点 E 至 0 的 距离 为 p, 则 扭 丝 T 受 到 一 力 偶 

作用 , 力 偶 的 大 小 为 
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图 4.2.3 测定 6 的 原理 


2 
L = 2р = zem p (4.2.73) 
力 偶 的 ( 正 ) A m X XE 2g E EE EE ZI e] E ZE HH ££ B9 pH AB ( sk piy 
91) 系数 为 ,那么 ,在 力 偶 的 作用 下 , 扭 丝 由 不 受 力 时 的 “ 零 状态 ” 
变 为 受 力 后 的 8 状态 , 96 是 两 个 球 4 在 另外 两 个 球 B 作 用 之 后 偏转 原 
来 位 置 的 角度 。 根据 胡 克 定律 ,我 们 可 列 出 如 下 方程 








L = k0 (4.2.74) 
由 方程 (4. 2.73) 和 (4. 2.74) 得 
2Gm2 
=p = ko (4.2.75) 
即 
2 
= 2 (4.2.76) 


上 式 等 号 右边 都 是 可 测定 的 量 , 从 而 可 求 出 万 有 引力 常数 С, 
Cavendish(1798) 当时 测定 的 结果 是 6G = 6.754 х 10-8cm3 . g^! - 
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572. 采用 上 述 原理 测定 C 值 的 方法 称 为 卡 文 迪 西方 法 。 后 来 ,不 少 
学 者 (Heyl and Chrzanowski,1942 ;Zahradnicek ,1933;Heyl апа 
Chrzanowski,1942;Rose et al.,1969;Beams, 1971) 对 G 进行 了 测 
定 , 所 能 达到 的 精度 只 能 取 ( 小 数 点 后 ) 三 位 , 例如 ，Rose et al. 
(1969) 给 出 的 G 值 如 下 


G = 6.674 xl10-8cm3 - g<! + s? (4.2.77) 
近代 测量 值 提 高 了 两 个 数量 级 ,测定 的 G 值 为 (Mohr et al. ,2008) 
G = 6. 67428 x 10-8cm3 - g`! - s7? (4.2.78) 


有 了 万 有 引力 常数 ,就 可 以 测定 地 球 的 质量 了 。 假 定 有 一 质量 
为 т BER , 巧 挂 在 弹性 系数 为 不 的 弹簧 上 ,地 球 对 普 的 吸引 力 为 
GMm 











р = СМ (4.2.79) 
r 
Жр r 2 Hh ЭТЕ BJ BE ES o 
H АЙ sexe V 
F = ka (4.2. 80) 
其 中 x% 是 弹 得 悬挂 了 质 体 之 后 伸 长 的 距离 。 
由 方程 (4. 2. 79》 和 方程 (4. 2. 80) 得 
Cm px (4.2.81) 
- 
BUR 
kxr? 
= =r (4.2. 82) 
由 此 可 求 出 地 球 的 质量 М, 


实际 上 ,由 于 地 球 并 不 是 均 质 圆 球 ,因此 , 按 上 述 方式 所 求 得 的 
地 球 的 质量 是 很 不 精确 的 。 假 设 在 地 球 的 整个 表面 都 按 方程 (4. 2. 
82) 求 出 了 地 球 质量 M(r,x) ,那么 ,可 以 对 整个 地 球 表面 求 平 均 ,得 
到 相对 而 言 较为 精确 的 地 球 质量 值 


M = M(r,x) do (4.2.83) 


1 
alha 
其 中 , О 是 地 球 表面 面积 ，dc 是 面积 分 的 面积 元 ,面积 分 在 整个 地 
球 表 面 上 进行 。 

不 过 ,由 于 方程 (4. 2. 82) 本 身 并 不 严格 成 立 ,因此 ,由 方程 (4. 
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2.83) 确定 的 平均 值 也 是 不 精确 的 ,不 能 代表 地 球 的 真实 质量 。 要 想 
精确 地 求 出 地 球 质量 ,比较 有 效 的 手段 是 采用 大 地 测量 方法 ,确切 地 
说 ,采用 直接 重力 测量 方法 ,并 应 用 Stokes 原理 解 边 值 问题 求解 ,或 
通过 间接 的 卫星 摄 动 测量 方法 ,并 利用 最 小 二 乘 原 理 求解 (这 时 确 
定 的 是 组 合 量 GM , 称 为 地 心 引 力 常数 ) 。Stokes(1845) 曾经 证 明 ,如 
果 知 道 了 地 球 表面 的 重力 值 ( 假 定 地 球 旋 转角 速度 已 知 ) ,并 且 知 道 
了 地 球形 状 , 则 可 唯一 地 确定 地 球 的 质量 。 为 了 证 实 这 一 点 ,我们 首 
先 利用 高 斯 - 奥 斯 特 拉 斯 基本 定理 (参见 菲 赫 金 哥 尔 茨 ,1959 ) 


K + + El = „(Реза + Осоѕ8 + Rcosy) do 


(4.2.84) 
这 个 定理 将 体积 分 转化 成 了 面积 分 ,或 者 也 可 以 反 过 来 说 ,将 面积 
转化 成 了 体积 分 ,其 中 dO 是 体积 分 的 体积 元 , O 是 地 球 所 占据 的 空 
间 区 域 ,也 表示 地 球体 积 , 92 是 地 球 表面 , P .Q R E (x ,y,z) 的 连续 
函数 ,并 且 具 有 一 阶 连 续 偏 导数 , ( сове ,cosB,cosy) 是 外 法 线 方向 余 
弦 。 令 | 


Р = 0, Q = “U, к = Yy (4.2. 85) 
x y Oz 


其 中 UV 和 VV 是 分 别 具 有 一 阶 连续 导数 和 二 阶 连续 导数 的 任意 隧 数 ， 
则 方程 (4. 2. 84) 可 改写 成 


[аро + DCY,U) 140 = [a 0 (4.2.86) 


п 


其 中 . 
D(V,U) .9V9U | oVoU | aVoU (4.2.87) 
дх дх ду ду dz Oz 
表达 式 (4. 2. 86) 称 为 第 一 Green 公式 ,在 该 式 中 调换 U 和 VV 的 位 置 ， 


则 有 





f ADV + DCU, v) 140 = [ Vdo (4.2.88) 
HT D(V,U) = DCU,V) ,因此 ,由 方程 (4.2.86) 和 (4.2.88) 得 


o fV, aU 
(А00 - CAU) Vd = (320 - S y)de (4.2.89) 


an n 


第 4 章 ”相对 论 重力 测量 233 
wa 





此 即 第 二 Green 公式 。 取 UV = 1, V = WW( 重 力 位 ), 则 方程 (4. 2.89) 


[Aman = h Zio = [ао = 人 edc (4. 2. 90) 


其 中 „= DP. 是 地 球 表面 沿 法 线 方向 的 重力 。 在 地 球 内 部 ,引力 位 了 


满足 Poisson 方程 (在 大 地 测量 中 了 了 取 正 值 ) 

AV = ~ 4zGp (4.2.91) 
其 中 ,A 是 拉 普 拉 斯 (Laplace) $E fF, p 是 (x,y,z) 处 的 物质 密度 ,而 
离心 力 位 满足 


AQ = [>O + 2)e2] = 202 (4.2.92) 
因此 ,重力 位 满足 
AW =-4тбр +2? (4.2.93) 
其 中 o 是 地 球 自转 角速度 。 将 方程 (4.2.93) 代入 方程 (4. 2. 90) ,得 
-4тб| рій +202 [ 40 = [цео (4.2.94) 
由 此 得 到 
M=- do + 0 (4.2.95) 
= AnG?” InG © 


只 要 在 整个 地 球 表面 精确 地 测定 了 重力 法 向 分 量 g, , 即 可 根据 方程 
(4. 2. 95) 精确 求 出 地 球 质量 М. 
实际 上 ,我 们 可 以 采用 如 下 简单 的 方法 确定 地 球 总 质量 。 选 取 
Brillourin 球 ( 即 包含 地 球 的 最 小 的 球 ,实际 应 用 中 可 取 半 径 为 6372 
公里 且 球 心 与 地 心 重 合 的 球 ) ,其 表面 记 为 оК, 将 球面 格 网 化 ,利用 
重力 场 模 型 如 EG M96( Lemoine et al.,1998) 或 EIGEN(Reigber et 
al.,2003) 计算 每 个 格 网 几何 中 心 的 法 向 重力 分 量 。 然 后 ,基于 方程 
(4.2.95) ,利用 数值 化 方法 (即将 积分 转化 为 求 和 ), 即 可 求 得 地 球 
的 总 质量 。 另 一 方面 ,可 采用 时 变 重 力 场 模型 确定 地 球 质量 随时 间 
的 演化 规律 ,因为 地 球 的 总 质量 很 有 可 能 在 变化 (人 饶 扬 玉 ,1994; 申 文 
W ,2008b) , 不 过 ,采用 卫星 激光 测 距 (SLR) 技术 应 能 得 到 更 好 的 
结果 ,因为 无 论 是 EGM96 模型 还 是 EIGEN 模型 , 均 采 用 了 已 知 的 地 
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心 引 力 常 数 GM ,后 者 由 SLR 技术 确定 (Cheng and Tapley,2004) 。 

尽管 采用 上 述 重 力 测量 方法 测定 地 球 的 质量 是 精确 的 ,但 要 实 
际 实 现 比较 困难 ,也 只 能 采用 近似 方法 ,主要 原因 在 于 难以 获得 覆盖 
全 球 的 重力 资料 。 目前 所 确定 的 地 球 的 质量 约 为 5.974 х 10? gC 95 
宜 ,2002) ,这 是 采用 卡 文 迪 西方 法 并 联合 卫星 摄 动 法 确定 的 ,前 者 确 
定 引 力 常数 ,后 者 确定 地 心 引力 常数 GM。 目前 确定 引力 常数 的 精度 
KAA 105 (ЭКЕ, 2002; Mohr et al., 2008) , 

这 里 需要 指出 ,无 论 采 用 卡 文 迪 西方 法 还 是 重力 测量 方法 ,抑或 
卫星 重力 测量 方法 ,测定 的 地 球 的 质量 都 是 相对 地 固 质 心 参考 系 而 
言 的 质量 。 现 在 我 们 要 问 :在 地 心 准 惯性 参考 系 中 考察 ,地 球 的 质量 
有 多 大 ? 

按照 牛顿 理论 ,地 球 质 量 无 论 在 哪个 参考 系 中 考察 都 是 相同 的 。 
但 按照 广义 相对 论 , 地 球 质 量 的 大 小 与 在 哪个 参考 系 中 考察 有 关 。 
假定 在 地 固 质心 参考 系 中 测定 的 地 球 的 质量 为 M, 那 么 ,在 地 心 准 惯 
性 系 中 考察 ,由 于 地 球 的 自转 运动 ,地 球 的 质量 将 变 大 。 为 了 估算 这 
一 增 量 ,让 我 们 考察 一 简单 模型 , 即 假定 地 球 是 半径 为 R 的 均 质 刚性 
[ER ,以 恒定 的 角速度 绕 地 球 自 转轴 旋转 。 地 心 距 为 r RAEN o 处 
的 质量 微 元 dm 以 速度 (rsin9)w 运 动 ,如 图 4.2.4 所 示 。 因此 ,在 地 心 
准 惯性 系 中 考察 , 微 元 dm 的 质量 为 

dm' = [1 - (rzsin20)mw2] "tdm = (1 - o2r2sin20) -Tod 

(4.2.96) 
其 中 , p 是 在 地 固 质心 参考 系 中 的 地 球 的 密度 ,这 里 的 dQ2 是 体积 微 
元 。 由 方程 (4.2. 96) ,在 地 心 准 惯性 参考 中 考察 ,地 球 的 质量 为 


M' = [ат' = hl -orsina pd (4.2.97) 
由 于 假定 了 p 为 常数 ( 均 质 圆 球 ) ,因此 ,上 式 可 写成 
M' = IRE - œ?r?sin?0) -* d (4.2.98) 
MESS SI v^(v = wrsin8) ,上 式 可 写成 


M' = e[( + qo'r'sinte)ào 
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— 1 2 2.5.2 
= М + ро br sin20d02 (4.2.99) 





图 4.2.4 О -xyz 是 地 心 准 惯性 坐标 系 


在 球面 坐标 系 下 , 40 可 写成 
ад = dr(rd0)(rsin@dÀA) = г2зіпбагавал (4.2.100) 


故 方程 (4. 2. 99) 可 写成 
1 l 2f 2 22. 2. 
M' = M + > po F sin“0 • r^sinüdrd6dA 


1 ораз 
M + > po [> sin" 9drd8dA 


M + lpol-2 Rs - 2 [7 sin?0d0 
20% “T's 0 


(4. 2. 101) 
因 
m/2 
| sin30d6 = 一 Í. (1 - cos20)dcos0 
1 3 m/2 2 
-- _ = 二 .2. 
| cos0 3 cos e| 0 3 (4 102) 


故 有 
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; 1 
M' = M + PLI . EN . 3 
(о)? (4m _ CoR)? 
mc R o = Mts M 
(4. 2. 103) 
我 们 采用 了 光速 单位 制 ,因此 wR 是 小 量 。 取 地 球 自 转角 速率 a = 
7.292115 x 10 5s-! , Д] 


4 
оК = 46 XIO 15 x10-5 (4.2. 104) 
3 x 1010 
由 方程 (4. 2. 103) 得 
м' = м + 225 < x 1072M (4. 2. 105) 


取 地 球 质量 M = 5.974 x 107 g( 2 15,2002) ,得 
M' = 5.976 x 107g + 2.7 x 1015g (4.2. 106) 

方程 (4. 2. 103) 或 方程 (4. 2.106) 给 出 了 在 地 心 准 惯性 系 中 考察 的 
地 球 的 质量 ,(M' - M)/M 的 量 级 是 10-”。 由 于 目前 确定 地 球 的 质 
量 的 精度 只 能 达到 107° ~ 10-( 陈 国 新 主编 ,1984; 苏 宜 ,2002，; 
Stücker,2004) ,因此 ,方程 (4.2.103) 在 实际 应 用 中 是 没有 意义 的 。 
也 就 是 说 ,考虑 到 目前 确定 地 球 质 量 的 精度 水 平 ,可 以 认为 ,无 论 在 
地 固 质心 参考 系 中 考察 ,还 是 在 地 心 准 惯性 系 中 考察 ,地 球 的 质量 是 
相同 的 。 

现在 我 们 在 太阳 质心 准 惯性 系 中 考察 地 球 的 质量 有 多 大 。 根据 
前 面 的 讨论 ,由 地 球 自转 而 引起 的 地 球 质量 的 变化 完全 可 以 忽略 不 
计 ( 因 为 目前 测定 地 球 质量 的 精度 远 远 达 不 到 能 察觉 到 这 种 变化 的 
程度 )。 为 此 ,我 们 只 需要 讨论 由 于 地 球 的 公转 运动 而 引起 的 地 球 质 
量 的 变化 (在 太阳 质心 准 惯性 系 中 考察 )。 地 球 的 公转 速度 为 v = 
10… ,因此 ,在 太阳 质心 准 惯性 系 中 考察 ,地 球 的 质量 为 


M'= (1-0) TM = (1 z)M = (1 +— x 105) 
(4.2. 107) 


由 于 地 球 质量 很 大 , 0.5 x 105 M 也 是 一 个 很 大 的 量 , 约 为 3 х 
i109g( = 3 x108 mg). 但 正如 前 面 所 指出 的 ,目前 能 够 测定 的 地 球 
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质量 的 精度 只 有 10 ~ 1075, DR Jb ,方程 (4. 2.107) 实际 上 也 没有 什 
么 意义 ,换言之 ,即使 在 太阳 质心 准 惯性 系 中 考察 ,仍然 可 以 认为 地 
球 的 质量 为 M ,无 须 修正 。 

概括 起 来 说 ,由 于 受 目 前 测定 地 球 质量 本 身 的 精度 所 限 ,我 们 没 
有 必要 区 分 不 同 参考 系 中 的 地 球 的 质量 。 进 一 步 推 想 , 由 于 太阳 系 
中 其 他 天 体 的 质量 是 根据 地 球 的 质量 推算 出 来 的 ,因此 ,所 确定 的 其 
他 天 体 的 质量 的 精度 不 可 能 比 目 前 确定 的 地 球 质量 的 精度 高 。 这 就 
意味 着 ,就 目前 的 精度 水 平 而 言 ,太阳 系 中 其 他 天 体 的 质量 可 以 认为 
与 参考 系 无 关 。 但 必须 强调 ,这 并 非 意味 着 在 任何 情况 下 我 们 都 可 
将 天 体 的 质量 视 为 常数 。 在 考虑 某 些 高 速 运动 的 天 体 时 ,必须 考虑 
质量 与 参考 系 的 相关 性 。 另 外 ,为 了 考察 某 种 特殊 的 效应 ,也 必须 考 
察 质 量 与 参考 系 的 相关 性 。 不 过 ,有 种 种 迹象 表明 ,引力 质量 与 参考 
系 的 选取 无 关 , 只 有 惯性 质量 与 参考 系 的 选取 有 关 ( 申 文 泪 ,1994)。 


43 重力 位 与 相对 论 大 地 水 准 面 


4.3.1 重力 位 


在 4.2.1 节 已 经 指出 ,重力 与 引力 没有 本 质 的 区 别 ,它们 之 间 的 
差异 仅仅 是 由 于 参考 系 的 选取 不 同 所 致 。 同 理 , 重 力 位 与 引力 位 也 
具有 相同 的 类 比 。 我 们 已 经 知道 , 度 规 张 量 guo 具有 引力 位 特性 。 参 
考 系 变换 之 后 ,sur 作 相 应 的 变换 ,变换 后 的 新 的 度 规 张 量 与 原来 的 
度 规 张 量 没有 本 质 区 别 ,只 是 函数 表达 式 以 及 变量 不 同 而 已 。 因 此 ， 
度 规 张 量 也 可 以 认为 共有 重力 位 特性 。 引 力 位 是 重力 位 的 特例 , 当 
在 准 惯性 系 中 讨论 问题 时 ,重力 位 就 转化 成 了 引力 位 。 按照 物 理学 
的 观点 ,重力 位 的 变化 表示 能 量 的 改变 。 一 个 粒子 从 高 位 下 落 到 低 
位 它 获得 能 量 ( 其 确切 含义 是 降低 位 能 、 增 加 动能 ) ,反之 ,从 低位 运 
动 到 高 位 , 则 损失 能 量 ( 其 确切 含义 是 提高 位 能 \ 减 少 动能 )。 

重力 位 特别 是 后 面 要 引进 的 重力 位 等 位 面 (通常 也 简称 重力 等 
位 面 ) 在 大 地 测量 中 具有 重要 应 用 。 为 了 从 重力 位 引进 重力 位 等 位 
面 的 概念 ,我 们 考察 原 时 间隔 
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d7? = 一 8u dx” dx” = 一 godi? — 2gg;dtdx^ — g;dx' dx 
(4.3.1) 
以 前 曾经 指出 , 度 规 g 具有 引力 位 特征 ; Хд, 与 坐标 变换 有 关 , 
因此 ,也 可 以 认为 度 规 g,, 具有 重力 位 特征 。 根据 方程 (4.3.1) 可 以 
写 出 
ат? dx! dx! ах! i ， 
dé =- Воо Zo Q Sq ар oo - 260° — Буз 
(4.3. 2) 
表示 质点 的 运动 速度 。 把 上 述 方程 应 用 于 重力 位 ,由 于 重力 位 表 
示 一 种 静态 过 程 ,vw = 0, 因 此 有 
ат? 
de 
Jj 8: (4.3.3) 表明 ,就 静态 重力 位 而 言 ,可 用 - goo 表示 。 所 有 使 得 
— go 相同 的 空间 点 的 集合 就 构成 了 一 个 等 位 面 , 称 为 重力 位 等 位 
面 。 也 就 是 说 ,重力 位 等 位 面 可 表示 成 


= — ву (4.3.3) 


- go = C (4.3.4) 
其 中 C 是 常数 。 
再 根据 方程 (4.3.3) 和 (4.3.4) ,得 
42 = cd (4.3. 5) 


由 于 原 时 dr 总 是 保持 不 变 ,方程 (4.3.5) 表明 ,在 重力 位 等 位 面 上 ， 
时 钟 的 运行 速率 相同 。 基 于 这 一 方程 ,我 们 可 以 这 样 定义 重力 位 等 
位 面 : | 

重力 位 等 位 面 是 这 样 一 个 封闭 曲面 ,在 这 个 曲面 上 的 所 有 精密 
时 钟 的 运行 速率 相同 。 

按 上 述 方式 定义 的 重力 位 等 位 面 可 称 为 等 时 率 面 , 最 先 由 
Bjerhammar(1985,1986) 提出 。 

在 重力 位 等 位 面 上 ,时 钟 的 运行 速率 相同 ,因而 时 钟 (包括 原子 
钟 ) 的 振动 频率 也 必定 相同 。 这 就 是 说 ,如 果 有 两 个 点 4 和 8 位 于 重 
力 位 等 位 面 上 ,那么 ,这 两 点 之 间 不 存在 重力 频 移 。 实 际 上 , 光 信 号 
沿 等 位 面 传 播 时 没有 能 量 得 失 。 基 于 这 一 观点 ,我 们 又 可 以 将 重力 
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位 等 位 面 定义 为 : 

重力 位 等 位 面 是 这 样 一 个 封闭 曲面 ,其 上 不 存在 重力 频 移 。 

按 上 述 方式 定义 的 重力 位 等 位 面 称 为 等 频 面 ,最 先 由 申 文 斌 等 
提出 (Shen et al.,1993a; 金 标 仁 , 申 文 研 ,1994; 申 文 研 等 ,1994) , 


4.3.2 相对论 大 地 水 准 面 的 定义 及 注释 


相对 论 大 地 水 准 面 的 概念 由 Bjerhammar(1985 ,1986) 提出 。 他 
是 按 如 下 方式 定义 相对 论 大 地 水 准 面 的 : 

相对 论 大 地 水 准 面 是 一 个 最 接近 于 平均 海水 面 的 封闭 曲面 ,在 
这 个 曲面 上 所 有 精密 时 钟 的 运行 速率 都 相同 。 

显然 ,上 述 定义 的 基础 是 等 时 率 面 的 定义 (参见 4.3.1 节 ) ,因而 
也 可 称 之 为 等 时 率 大 地 水 准 面 。 实际 上 , 按 等 时 率 面 的 概念 ,又 可 将 
相对 论 大 地 水 准 面 表 述 为 最 接近 于 平均 海水 面 的 等 时 率 面 。 从 理论 
上 来 说 ,根据 上 述 定 义 , 可 以 利用 精密 时 钟 确定 相对 论 大 地 水 准 面 。 
根据 方程 (4. 3.4) 和 方程 (4.3.5) ,我 们 可 以 写 出 


1 1 
dt = /—dr = dr 
с 7 60 
方程 (4.3.6) 给 出 了 时 钟 在 任意 一 个 等 时 率 面 ( 即 重力 位 等 位 面 ) 
上 的 时 钟 的 运行 速率 。 假定 相对 论 大 地 水 准 面 45, 由 方程 





(4.3.6) 


B00 二 一 Co (4.3.7) 
给 出 ,而 任意 一 个 等 时 率 面 9S, 由 方程 
goo = - C, (4.3.8) 


给 出 , 则 有 


/ 1 

dt, = |— 4.3.9 

tg С, dr ( ) 
1 

di, = |— dr (4.3. 10) 
C, 


由 方程 (4.3.9) ~ (4.3.10) 得 


С 
di, = Гс? dto (4.3.11) 


其 中 dr, 和 dr, 分 别 是 精密 时 钟 在 05, 面 和 95, 面 上 的 守 时 速率 ( 单 
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fb). 

从 原理 上 来 说 ,根据 方程 (4.3.11) 可 以 利用 精密 时 钟 测定 出 地 
球 表面 上 任意 一 点 相对 一 已 知 重力 位 常数 的 重力 位 。 有 了 地 球 表 面 
的 重力 位 ,就 可 以 通过 解 边 值 问题 确定 整个 地 球 外 部 的 重力 位 及 重 
力 场 ( 详 见 4.4.4 节 ) ,这 是 优 于 经 典 方法 的 地 方 。 按 经 典 大 地 测量 ， 
无 法 直接 测定 地 面 点 的 重力 位 (或 引力 位 ), 只 能 通过 间接 方法 推 
求 。 不 过 ,采用 精密 时 钟 (原子 钟 ) 确定 重力 位 的 精度 取决 于 时 钟 的 
精度 。 由 于 目前 已 实现 的 原子 钟 的 精度 水 平 在 10 719 左右 (Stein， 
1975;Dick and Strayer,1984;Bjerhammar,1986;Limmerzah] et al., 
2004; 李 天 初等 ,2004a,b; 王 正 明 ,2004;Heavner et al.,2005a,b; 
Sullivan et al.,2005) ,因此 ,由 此 确定 的 重力 位 差 的 精度 相当 于 约 1 
米 的 高 程 差 (Bjerhammar,1985 ;Shen et al.,1993a; 金 标 仁 , 申 文 斌 ， 
1994; Brumberg and Groten ,2002)。 为 了 证 实 这 一 点 ,考虑 后 牛顿 近 
似 场 ,只 要 将 go 的 具体 表达 式 写 出 ,并 采用 球 近 似 处 理 即 可 。 详细 
讨论 将 在 4.4.3 节 完 成 。 不 过 ,最 近 出 现 了 “ 光 钟 ”概念 ,其 守 时 精度 
(稳定 度 ) 比 目 前 最 精密 的 时 钟 的 守 时 精度 还 要 高 出 2 到 3 个 数量 级 
(Schwob et а1., 1999; Ye et al.,2000;Udem et al.,1997) ,可 达到 10718 
到 10- (Ma et al.,2004) 。 这 种 “ 光 钟 ”可 望 在 不 远 的 将 来 实现 。 

以 等 频 面 为 基础 ,我 们 又 可 按 如 下 方式 定义 相对 论 大 地 水 准 面 : 

相对 论 大 地 水 准 面 是 最 接近 于 平均 海水 面 的 封闭 曲面 ,在 这 个 
曲面 上 不 存在 重力 频 移 。 

或 者 ,将 相对 论 大 地 水 准 面 简单 地 表述 为 最 接近 于 平均 海水 面 
的 等 频 面 。 按 上 述 方式 定义 的 相对 论 大 地 水 准 面 , 称 之 为 等 频 大 地 
水 准 面 。 按 照 等 频 大 地 水 准 面 的 概念 ,我 们 可 以 通过 频 移 观测 确定 
相对 论 大 地 水 准 面 。 同 样 ,根据 频 移 观测 ,可 以 确定 整个 地 球 表面 的 
重力 位 ,从 而 通过 解 边 值 问题 求 出 地 球 外 部 重力 场 ( 详 见 4.4.4 节 )。 
由 于 频率 与 周期 互 为 倒 易 关系 ,而 单位 秒 长 可 根据 周期 来 定义 的 , 因 
此 ,根据 方程 (4.3.11) ,我 们 可 以 写 出 


C, 
f, - [А (4.3.12) 
其 中 ,hh 是 时 钟 在 等 频 大 地 水 准 面 35。 上 的 振动 频率 ,而 fi 是 时 钟 在 
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由 方程 (4.3.8) 决定 的 等 频 面 0S, 上 的 振动 频率 。 根据 频 移 观测 ,可 
以 确定 (fi - 轧 )Afo。 因 此 ,由 方程 (4. 3. 12) ,只 要 事先 选 定 或 确定 了 
大 地 水 准 面 常 数 Co( 确定 Co 的 方法 见 4.4.2 节 ), 则 可 求 出 Cho 

等 频 大 地 水 准 面 具有 比 等 时 率 大 地 水 准 面 更 为 牢靠 的 基础 。 即 
使 广义 相对 论 不 正确 ,等 频 大 地 水 准 面 的 概念 仍然 是 有 效 的 ,因为 这 
一 定义 的 基础 是 频 移 方程 ,而 这 一 方程 可 以 采用 量子 力学 观点 并 结 
合 能 量 守恒 原理 推论 出 来 (参见 3.1.5 节 ;Shen et al.,1993a)。 不 过 ， 
假如 广义 相对 论 正确 ,那么 ,无 论 采 用 哪 种 定义 都 是 相同 的 。 但 为 了 
后 面 的 应 用 方便 起 见 ,也 基于 上 述 考虑 ,我 们 今后 选用 等 频 面 以 及 等 
频 大 地 水 准 面 的 定义 。 


4.3.3 相对论 大 地 水 准 面 与 经 典 大 地 水 准 面 的 差异 


为 了 探讨 相对 论 大 地 水 准 面 与 经 典 大 地 水 准 面 的 差异 ,需要 写 
出 两 种 水 准 面 的 具体 方程 形式 。 我 们 知道 ,经 典 (无 潮 ) 大 地 水 准 面 
是 按 如 下 方式 定义 的 


W(x,y,z) = Cu (4.3. 13) 
其 中 
(х,у) = (хуул) + 0(х,у) — (4.3.14) 
是 牛顿 重力 位 ,C6 是 位 常数 ,V 是 牛顿 引力 位 ,可 表示 成 
V(x,y,z) = чо (4.3.15) 


上 上述 积分 对 整个 地 球 域 O 进行 ,0 是 离心 力 位 ,可 表示 成 
Q(x,y,z) = 100 + у?) о? (4. 3.16) 


о 是 地 球 自转 角速度 。 根据 方程 (4.3. 13) 一 (4.3. 16) ,经 典 大 地 水 
准 面 可 表示 成 


[E атаа ссу аза) 


r' -rl с 





其 中 ,经典 大 地 水 准 面 位 常数 C6 的 取 值 ,应 使 得 由 方程 (4. 3. 17) ж 
定 的 封闭 曲面 最 接近 于 平均 海水 面 。 
相对 论 大 地 水 准 面 由 方程 (4.3.7) 决定 。 按 后 牛顿 近似 ,在 地 
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心 准 惯 性 系 中 ,goo 可 写成 ( 见 3.6.1 节 ) 
Zo =- 1 + до + ёо + 
= -1 -2e - 242 – 2 – o(?) (4.3.18) 
其 中 , о(ф?) 表示 比 o? 更 高 阶 的 小 量 , 可 忽略 ; o 是 第 一 牛顿 引力 
位 , 取 负 值 , 即 有 


Gp(r') 
or -r [P 


是 第 二 引力 位 ， 可 表示 成 (参见 方程 (3 6.67)) 





(4.3.19) 





= - |, | r' ub o + Gay (rr) + Gë, ,T(t,7') ао 


(4.3.20) 


在 地 固 质 心 参考 系 中 考察 , goo 可 表示 成 (参见 4.2.1 节 的 方程 
(4.2.36)) 


Zw = -1 - 2Фф +w (x? + y?) -29? -2y 
– 20? (х? + у?)ф - ©? + у?) (4.3.21) 
由 方程 (4.3.7) 和 (4. 3. 21) ,相对 论 大 地 水 准 面 可 表示 成 
- + (02 ey) cet cq cet + у?е 
-2© (s? + yi) = C, (4.3.22) 


其 中 , С, = C; +1⁄2, e Iu УІН 77 ## (4.3.19) 和 (4.3.21) 给 出 ， 
J 由 方程 (4.2.31) 给 出 。 

比较 相对 论 大 地 水 准 面 (4.3. 22) 与 经 典 大 地 水 准 面 (4.3. 17) 
可 以 看 出 ,如 果 规 定 C. = C., 则 二 者 相差 的 量 为 


А =—@ -J -w(x + у?)ф - 26 Jo (x? + y?) (4.3.23) 
r 


上 式 等 号 右边 的 每 一 项 都 是 v* 量 级 ,因此 4 与 w? 同 数 量 级 。 就 误差 
估计 而 言 , e 可 以 用 正常 引力 位 GM/r 来 代替 。 因 此 , A 与 (CM/r)? 
同 数量 级 。 与 A 对 应 的 高 差 有 多 大 呢 ? 为 了 作出 估算 ,将 A 写成 


GM 2 
|A| = Ф = —ə = + x 10 ”e (r= R) (4.3.24) 
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由 于 对 应 于 e 的 高 度 为 ил. 对 应 于 A 的 距离 为 
i x 10-9 (4.3.25) 
在 大 地 水 准 面 附 近 ,r 取 R = 6.4 х 10% ст, M 


lA] e 2 x 10? x6.4 x lü5em = 0.4em (4.3.26) 


由 此 可 见 , 相 对 论 大 地 水 准 面 与 经 典 大 地 水 准 面 的 差异 大 约 
0.5 厘米 。 目 前 所 能 确定 的 全 球 大 地 水 准 面 的 精度 水 平 大 约 几 十 厘 
米 (Rapp,1992;Lemoine et al.,1997 ,1998 ) 。 因 此 , 上述 差异 完全 可 
以 忽略 。 也 就 是 说 , 现 有 的 用 经 典 测 量 方法 确定 的 大 地 水 准 面 可 以 
认为 是 与 相对 论 大 地 水 准 面 重合 的 。 但 必须 强调 ,这 里 所 说 的 重合 
是 忽略 其 间 微 小 差异 意义 上 的 重合 ,并 不 是 说 相对 论 大 地 水 准 面 的 
概念 可 以 用 经 典 大 地 水 准 面 的 概念 来 代替 。 实 际 上 ,引进 相对 论 大 
地 水 准 面 的 概念 之 后 ,我 们 有 可 能 用 全 新 的 方法 来 确定 它 。 另 一 方 
Hi ,我 们 可 以 用 相对 论 方法 直接 测定 地 球 表 面 的 重力 位 ( 详 见 4.4.1 
节 ) ,直接 确定 任意 两 点 之 间 的 高 程 差 ( 等 于 重力 位 差 除 以 重力 值 )， 
而 无 须 经 典 水 准 测量 ( 详 见 4.4.3 节 )。 有 了 地 球 表面 的 重力 位 ,就 
可 以 求解 地 球 外 部 的 重力 场 。 这些 都 是 优 于 经 典 测量 方法 的 地 方 。 
努 外 ,如 果 对 测定 大 地 水 准 面 的 精度 要 求 提高 ,例如 高 于 1 厘米 , 则 
需 考虑 相对 论 大 地 水 准 面 与 经 典 大 地 水 准 面 之 间 的 差异 。 
我 们 再 来 研究 一 下 相对 论 大 地 水 准 面 ( 即 等 频 大 地 水 准 面 (4. 
3.22) ) 。 按 惯用 的 引力 位 表示 法 ,用 -7 代替 ,并 用 @ 表 示 离 心力 


fit ro? (2 + у?) , 则 方程 (4.3.22) 可 表示 成 


VeQ-V - p «20V - 230 = С, (4.3.27) 


在 地 固 质心 参考 系 中 , VI - e) 认为 与 时 间 无 关 , 由 方程 (4. 3. 20) 
得 
у = - fere een emen) + С5,Ту Cr, r) 140 


(4.3.28) 
T? 表示 动量 流 密度 。 在 地 固 质心 系 中 , ТУ = 0。 又 
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EE 


7% 2 Т90 , TOO у... (4.3.29) 
TO 表示 物质 的 密度 。 当 取 定 ТО = To 时， T = 0。 但 一 般 情 况 下 我 
们 不 知道 密度 分 布 ,在 计算 p 时 只 能 取 近 似 的 密度 TO 作为 一 级 近 


似 。 于 是 9 = 7% _ 7% 表示 剩余 密度 值 , 记 为 5p, 则 方程 (4. 3. 28) 
可 表示 成 


1 
Шо = 一 ch Tr 27180 (4.3.30) 


注意 到 





v= cf, ә ао (4.3.31) 


显然 , 峭 比 了 小 得 多 。 我 们 假定 了 尽 可 能 精确 , 则 区 完全 可 以 略 去 ( 当 
V 趋 于 真 值 时 , y 一 0, 这 是 当 T? = 0 时 的 结果 ) 。 
就 大 地 水 准 面 而 言 , Q 比 了 小 得 多 ,因此 , 相 比 之 下 ,0OY 比 大 小 
得 多 。 又 因 
_ 2R2zwM 
5 
46 Lo SCIRE Mo в 8R2 e v ~ Svo << V? (4.3.32) 
因此 ,等 频 大 地 水 准 面 (4.3.27) 可 以 写成 
V«Q-V = C (4.3.33) 
这 里 , 略 去 了 比 V? 更 高 阶 的 量 。 





44 ”高 程 差 以 及 地 球 外 部 重力 场 的 确定 


4.4.1 测定 重力 位 差 的 重力 频 移 法 


假定 在 地 面 已 点 发 射频 率 为 /的 电磁 波 信号 ,在 地 面 Q@ 点 接收 这 
一 电磁 波 信号, 则 由 于 P 与 《之 间 存 在 重力 位 差 , 接 收 到 的 电磁 波 信 
号 频率 不 再 是 户 而 是 广 。 P ЯП 点 的 时 钟 的 运行 速率 分 别 由 下 述 方 
程 给 出 
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dip = 1 dr (4.4. 1) 
/ 一 (oo) p 

dt, = — l dr (4.4.2) 
Ny 一 (6002) о 


其 中 下 标 P ЯП 0 表示 相应 于 P 和 0 处 的 量 。 由 上 边 两 式 推出 


dto (£p) p 
= | 4.4.3 
др: (g00) 0 ( ) 


根据 方程 (4.4.3) 并 仿效 3.1.5 节 关于 引力 频 移 的 推导 过 程 ,可 以 推 
出 如 下 频 移 方程 
Јо -fp fe _ 1 _ /goo)P у 4 
fp fp (80) 0 (244) 
Af Р -f 


(Zoo) p 
= _ 4.4.5 
у^ Уу N Tew), | (4.4.3) 


其 中 goo 由 方程 (4. 3. 21) 给 出 。 
我 们 改写 一 下 方程 (4.3.21) ,并 保留 到 V^. ER, WA 








即 





go =-1+27-2 了 +20=-1+2 隐 -2 了 2 (4.4.6) 

其 中 殉 是 经 典 牛 顿 重 力 位 。 于 是 ,我 们 可 以 写 出 
(gg) p = - 1 +2Wp - 20 (4. 4. 7) 
(goo)o = -1 +200 - 2V} (4.4.8) 


由 上 边 两 式 ,(goo)o 可 写成 
(goo)o = -1 +2W, - 205 +2( Wo - Wp) - 2( 2 - VÀ) 

= (воо) p +2AWpo - 2(Vp + Vo) AVpo 

= (go) p +2AWpo -4YpAYpo (4.4.9) 
这 里 的 A 表示 增 量 符号 。 在 光速 单位 制 下 ,引力 位 本 身 是 小 量 ,而 在 
一 般 情况 下 ,P 5 Q 之 间 的 重力 位 差 ( 或 引力 位 差 ) 远 小 于 P 或 0 点 
的 重力 位 (或 引力 位 ) 本 身 。 因 此 ,从 目前 的 大 地 测量 精度 以 及 通常 
的 实际 应 用 来 看 ,可 将 方程 (4. 4.9) 第 三 个 等 式 右边 的 最 后 -一 项 略 
去 , 即 有 

(200) о = (&o) p + 2AWpo 
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[еу = [1 „ 2A Veo] = 1 + AW po 


(4. 4. 10) 
(&po) p (200) p (£o) p 
将 方程 (4.4.7) 代 人 上 式 , 准 确 到 AW 4 
[45e] = 1 - ams (4.4.11) 


(доо) p 
将 方程 (4. 4. 11) 代入 方程 (4. 4.5) ,得 
Af = f' -f = -fAW,, = - /(Wo - Wp) (4.4.12) 
这 就 给 出 了 P 了 与 0 之 间 的 重力 频 移 方 程 。Katila and Riski(1983) 
经 以 10 一 的 精度 证 实 了 方程 (4.4.12) , Vessot et al. (1980) 则 以 
1074 的 精度 证 实 了 方程 (4. 4. 12) 的 正确 性 。 
假定 知道 了 P 点 的 重力 位 , 则 可 通过 观测 P 与 Q 之 间 的 重力 频 
移 Af( 参 见 图 4.4.1;Shen 2005c) ,再 由 方程 (4. 4. 12) 确定 0 点 的 重 
力 位 


Wo = w, – А/ (4.4.13) 







ТНИНННЕН 


接收 频率 刀 
( 


P MENFES 
FARRAR RRR 


D 
<р 


图 4.4.1 地 面 92 上 选取 两 点 P 和 0Q, 由 PP 向 0 发 射电 磁 波 信 
号 ,发 射频 率 为 /,@ 处 接收 到 的 频率 为 / 


Ж Р 点 选 在 大 地 水 准 面 上 (经 典 大 地 水 准 面 与 相对 论 大 地 水 
准 面相 差 甚 微 ,以 致 可 以 不 加 区 分 ) , 则 有 
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Y. = 6, -Y (4.4.14) 


其 中 , Co 是 大 地 水 准 面 位 常数 ,可 通过 后 面 ( 见 4. 4. 2 节 ) 要 介绍 的 
方法 确定 。 

由 方程 (4.4.14) ,一 旦 确定 了 常数 Co , 则 可 通过 频 移 观测 法 确 
定 出 地 球 表面 上 任意 一 点 Q 处 的 重力 位 了 。 测定 频 移 的 基本 原理 如 
下 : 

在 已 点 放置 一 个 发 射 装置 ,以 频率 /发 出 电磁 波 信和 号 ,在 Q 点 接 
收 来 自己 处 的 信号 ,并 与 自身 的 标准 频率 扩 比 对 , 则 可 确定 频 移 基 
Af, 从 而 根据 方程 (4.4. 13) 求 出 已 与 0 点 之 间 的 重力 位 差 AWpo。 应 
用 同样 的 原理 ,可 求 出 大 地 水 准 面 上 0 点 与 过 P 点 的 等 频 面 之 间 的 
重力 位 差 AWop。 当 Со 已 知 时 , 即 可 求 出 Wp。 

以 上 测定 位 差 的 原理 可 以 应 用 于 发 射 源 是 卫星 的 情形 (Shen et 
al.,1993a) ,由 此 可 解决 洲际 之 间 的 位 差 测 定 问 题 ,对 最 终 实现 全 球 
高 程 基 准 统一 具有 重要 意义 。 以 卫星 作为 电磁 波 信号 发 射 源 ,利用 
重力 频 移 方程 (4. 4. 12) 或 方程 (4.4. 13) 确定 任意 两 点 P 和 0 之 间 
重力 位 差 的 基本 原理 可 通过 图 4.4.2 显示 出 来 (Shen,2005c) ,这 里 
不 再 详细 阐述 。 


4.4.2 大 地 水 准 面 位 常数 的 确定 


根据 4.3.3 节 的 研究 ,相对论 大 地 水 准 面 与 经 典 大 地 水 准 面 的 
差异 只 有 0.5 厘米 左右 ,因此 ,在 实际 应 用 时 ,我 们 可 以 将 二 者 等 同 
起 来 。 假 定 大 地 水 准 面 由 方程 

W = W, (4.4.15) 
给 出 ,其 中 W, 是 常数 ,那么 , 当 W, 取 不 同 正 值 时 ,由 方程 (4.4. 15) 
决定 的 封闭 曲面 具有 不 同 的 形状 (主要 是 收缩 或 扩张 )。 如 何 才 能 选 
取 这 样 一 个 常数 o ,使 得 由 方程 (4.4. 15) 决定 的 曲面 与 平均 海水 
面 最 为 接近 呢 ? 

Heiskanen and Moritz( 1967) 曾经 指出 了 一 种 用 听 线 测量 法 确 
定 大 地 水 准 面 漂移 No ,进而 可 确定 Wo 的 方案 。 下 面 我 们 采用 不 同 的 
两 种 方案 ,分 别 基 于 (Shen et al.,1993b) #l( H XE ,20062a) , 
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图 4.4.2 ”卫星 5 发射 频率 为 /; 的 电磁 波 信号 ,地 面 0 上 位 于 两 点 P 和 @ 处 的 
接收 机 (也 用 和 0 表示) 同时 接收 卫星 信号 ,接收 到 的 频率 分 别 为 
f, 和 /4。 于 是 ,基于 重力 频 移 方程 (4.4. 12) 即 可 确定 相应 的 重力 位 
ж: AW,, = AW,, - AWos = - (Afos - Afos) / f, 


4.4.2.1 方案 一 

Ht — T 3E RE ER P SERIE 06 GER , 它 所 包含 的 质量 与 地 球 的 质 
量 相同 ,具有 与 地 球 相 同 的 自转 角速度 , 椭 球 体 表面 的 正常 重力 位 
( 即 根据 平均 椭 球 体 计算 出 的 重力 位 ) 用 U, 表示 。 今 假定 已 知 一 平 
均 海 面 数值 模型 及 相应 的 重力 异常 Ag( 重 力 异 常 Ag 是 大 地 水 准 面 
上 的 重力 与 相应 平均 椭 球 面 上 的 正常 重力 之 差 , 在 海域 可 由 卫星 测 
高 数据 获得 ) ,利用 Stokes 公式 (Heiskanen and Moritz,1967; 方 俊 ， 
1975; E TE SK , 宁 津 生 ,1981) , 则 可 确定 与 全 球 平均 海面 格 网 点 相应 
的 大 地 水 准 面 上 的 扰动 位 Ts( 重 力 位 WSE EJIM UZE, T 
= W - U) 


Т; = ac [ SQ) Авас (4.4.16) 
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以 及 大 地 水 准 面 高 
М; = —Š (4.4.17) 
y 
其 中 , АНКЕ, о 是 单位 球面 ,y 是 平均 椭 球 面 上 的 正常 重力 ， 
S(y) 是 Stokes PR Ж, ÆJ 1.1.2 节 , 可 表示 成 ( 伊 捷 尔 松 ,1963，; 
Heiskanen and Moritz ,1967) 如 下 形式 








2n+l 
SQ) = У Р, (созу) 
п=2 
= 1 - 6sin Ë + Í -5cosy 
sin — 
- 3cosiiln( sin J- + sin? V. 4.4.1 
cosy n[ sin > + sin 5) ( 8) 


其 中 , P (cosy) Æ Legendre # & P8 Р, (cosi) TE m =0 时 的 特例 
(参见 4.4.4 节 ) ,又 称 Legendre 多 项 式 ;积分 域 oK 取 半 径 为 RR 的 贺 
球 球面 ( 球 近似 ) ;下 标 “S” 表 示 采 用 Stokes 方法 计算 。 
由 此 ,可 计算 大 地 水 准 面 上 所 有 格 网 点 的 重力 位 W, 

Wo=U+T, (4. 4. 19) 
其 中 U 为 相应 点 上 的 正常 重力 位 ,可 由 已 知 的 正常 重力 位 公式 计算 。 
理论 上 应 有 W = V6, 其 中 Vo 是 平均 椭 球 面 上 的 正常 重力 位 ,但 实 
际 上 ,由 于 按 式 (4. 4.16) 和 (4.4.17) 确定 的 大 地 水 准 面 是 一 初始 位 
置 , 不 一 定 达 到 与 平均 海面 的 最 佳 接近 ,平均 椭 球 面 与 大 地 水 准 面 也 
不 一 定 是 最 佳 接近 ,加 之 各 种 误差 影响 , 因此 不 但 W4 可 能 不 等 于 
Do ,而 且 也 不 一 定 是 常数 。 但 由 此 可 计算 各 格 网 点 上 的 海面 地 形 
Z( 平 均 海 面相 对 大 地 水 准 面 的 起 伏 ,注意 ,希腊 字母 《在 3. 6 节 表 示 
矢量 位 ) 

£ = hyss - № (4. 4. 20) 
JE GE H1 ТЕ БЕ M LS, E Z 的 均值 7, 其 中 hwss 是 平均 海面 相对 
于 平均 椭 球 面 的 高 (大 地 高 )。 进 一 步 可 由 大 地 水 准 面 上 一 点 的 重力 
位 Wb 计算 平均 海面 对 应 点 的 重力 位 W yss 

Wyss = Wo- Ymg (4.4.21) 

EF, y。 是 大 地 水 准 面 与 平均 海面 之 间 的 平均 正常 重力 值 , 用 全 球 
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表面 正常 重力 平均 值 yo 代替 y。 已 足够 精确 。 进 而 计算 全 球 平均 海 
ЇЇ Wyss 的 均值 Wyss ,并 令 大 地 水 准 面 的 位 常数 


W. = Wyss (4. 4. 22) 
于 是 ,与 全 球 平均 海面 最 接近 的 大 地 水 准 面 可 由 下 列 两 式 之 一 确定 
N = hyss = (Wyss — Wo) /yo (4.4.23) 

或 
N = hyss -[(Wo- Wo)/yo - (€-2)] (4.4.24) 


Kp Wy 是 所 有 大 地 水 准 面 格 网 点 上 Ws 的 均值 。 这 里 ,W 是 由 全 球 
海面 重力 数据 确定 的 ,与 U. 可 能 存在 差别 
8W = W, - Uo (4.4.25) 
Uy 是 由 决定 平均 椭 球 的 四 个 基本 参数 a,J,,CM 和 o 确定 的 位 常数 
( Moritz,2000) ,其 中 a 是 椭 球 长 半径 , J 是 动力 学 形状 因子 (参见 1. 
1.28) , w 是 地 球 自转 角 速 率 。 这 里 特别 指出 ,四 个 基本 参数 表征 地 
球 基本 几何 和 物理 特性 ,可 由 地 面 大 地 测量 、 空 间 大 地 测量 (特别 是 
卫星 重力 测量 ) ` 深 空 探测 器 等 现代 大 地 测量 技术 测定 。 
当 式 (4. 4.25) 中 的 5 多 存在 时 ,为 满足 8 和 = 0 的 理论 要 求 ,未 来 
可 利用 更 精确 的 Uo (Ë ,对 上 述 确 定 的 大 地 水 准 面 进行 调整 (缩放 ) ， 
并 进一步 定义 一 个 与 全 球 大 地 水 准 面 最 佳 拟 合 的 平均 椭 球 ,使 W = 
Оо 相关 的 有 待 研究 的 问题 在 此 不 作 进 一 步 讨论 。 
4.4.2.2 方案 二 
基本 思想 是 利用 带 有 位 漂移 SW 的 边 值 基于 虚拟 压缩 恢复 法 
(R 29,2004) 求解 地 球 外 部 重力 场 ,其 中 自然 导出 了 8 多 与 (地 面 ) 
重力 之 间 的 漂移 方程 ( 见 后 ) ,然后 再 利用 高 精度 的 绝对 重力 测量 确 
定位 漂移 aW H XRY ,2006a), 
车 给 定 地 球 表 面 的 重力 位 观测 值 , 则 地 球 表 面 n 的 引力 位 
Voss | ag 可 由 
Voss (P) | on = Wos (P) |an 一 QCP) | oo (4. 4. 26) 
REP Wa (P) | a fü Q(P) |ap 分 别 是 边界 面 2 上 的 重力 位 观 
测 值 和 离心 力 位 。 通常 难 以 测定 重力 位 ,但 利用 水 准 测量 联合 重力 
测量 ,或 利用 将 来 有 可 能 实现 的 重力 位 频 移 法 ,可 测定 相对 重力 位 
( 即 任意 两 点 之 间 的 重力 位 差 ) ,于 是 可 确定 相应 的 引力 位 差 AV oso 
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车 已 知 位 于 大 地 水 准 面 上 的 某 个 基点 的 引力 位 的 初 值 为 Vo, M 
Va lan = Vo + AV ,假定 Vs 中 存在 漂移 量 óV ,o WA 
Vs | n = V.o + 9V3g (4.4.27) 
其 中 ,Vp ERE, Vo | эп 是 含有 重力 位 漂移 6V 的 地 球 表面 o0 上 的 
观测 值 。Y,p 和 SV 都 是 待 求 未 知 量 ,只 要 解 出 其 中 一 个 量 ,可 由 方程 
(4.4. 27) 确定 另 一 个 量 。 为 导出 利用 绝对 重力 测量 确定 漂移 OV 的 
实用 关系 式 , 以 下 先 假定 Vn 和 6V 已 知 , 再 应 用 虚拟 压缩 恢复 法 导出 
所 需 理论 关系 式 。 
对 方程 (4. 4. 27) 两 边 进行 虚拟 压缩 恢复 (虚拟 压缩 恢复 法 的 理 
论 和 数学 模型 详 见 文献 : 申 文 研 ,2004; н > X& S£ ,2006b ,2006c) ,得 
到 一 致 收敛 的 级 数 解 
Vi (P) = V*(P) +8V*(P),PeK (4.4.28) 
8V*(P) = VZ (P) -V*(P), Ре К (4.4.29) 
其 中 ,及 是 地 球 内 部 Bjerhammar 虚拟 球 尺 的 外 部 空间 ,VS,、V* бИ" 
分 别 对 应 于 虚拟 观测 场 、 虚 拟 场 以 及 虚拟 漂移 场 ,它们 分 别 是 以 
Voss | ag» Van» 9Vag 为 边界 值 按 虚拟 压缩 恢复 法 求 出 的 , 当 把 它们 限 
定 在 地 球 外 部 空间 时 ,分 别 对 应 于 观测 场 、 真 实 场 以 及 漂移 场 。 比 
如 ,如果 在 边界 oQ 上 给 定 真 值 (或 观测 值 或 漂移 值 ) ,那么 , 求 出 的 
外 部 场 就 是 真实 场 ( 或 观测 场 或 漂移 场 )。 对 方程 (4.4.29) 两 边沿 
径 向 求 导 ,得 


obs 


9 ку дорж рж 
aV ) = xU V*) (4. 4. 30) 
或 写成 
3(8y*) = (у + 0) - CY* + Q)] 
дг дг obs 
— 9 * * 
= TL W(P) -W*(P)] 


= ga (Р) - в" (Р), Ре 0 (4.4.31) 
Жр, (Р) 是 由 含 重力 位 漂移 6W 的 边界 上 的 重力 位 确定 的 观测 
重力 场 的 径 向 分 量 ,定义 在 地 球 表面 及 其 外 部 ,在 实际 计算 中 采用 差 
分 方法 求 出 (因为 基于 边界 上 的 重力 位 ,虚拟 压缩 恢复 法 直接 给 出 
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的 是 重力 位 场 ); z CP) 是 真实 重力 场 的 径 向 分 量 (同样 定义 在 地 
球 表面 及 其 外 部 ) ,可 由 高 精度 的 绝对 重力 测量 获得 。 
在 大 地 水 准 面 上 ,漂移 量 OVCP) 属于 系统 误差 ,通常 可 视 为 常 
数 бу. 因此 ,方程 (4.4.29) 中 的 6V” 可 用 REV/r 代替 ( 申 文 研 等 ， 
2006a) ;于 是 ,方程 (4.4.29) 可 写成 
R&V 
对 上 式 两 边沿 径 向 求 导 ,得 
R&V | Ws awt 
г? дг дг 





= Vs- V* = W¿,(P) - W* (P) (4.4.32) 





-gX(OP)-g"(P),Pe 


(4.4.33) 
在 大 地 水 准 面 或 地 球 表面 20, г = R, 可 求 出 漂移 
6V =-К- (gh — g*') | an (4.4.34) 
式 (4. 4.34) 是 利用 虚拟 压缩 恢复 法 确定 重力 位 漂移 的 方程 ,简称 漂 
移 方 程 。 
如 果 6V(P) | aa 是 常数 6V( 这 基本 上 符合 实际 情况 ), 则 R6V/r 
是 内 部 球 外 部 空间 久 中 的 正则 调和 函数 。 由 于 地 球 表面 302( 或 大 地 
水 准 面 ) 非常 接近 球面 (一 阶 近似 ) ,因此 ,在 一 阶 近 似 之 下 ,R686V/r 
在 oR 上 的 值 正好 就 是 6V( 因 r+r = R). 根据 唯一 性 定理 ,在 一 阶 近似 
之 下 ,在 地 球 外 部 空间 ,R86V/r 正 好 就 是 由 边 值 58V(P) | ¿o = 6V 确 定 
的 场 。 
当 大 地 水 准 面 重力 位 常数 存在 漂移 值 时 ,会 造成 大 地 水 准 面 本 
身 的 漂移 ,同时 也 会 影响 外 部 重力 场 。 虚拟 压缩 恢复 法 给 确定 大 地 
水 准 面 重力 位 常数 漂移 提供 了 一 种 简明 的 途径 ,通过 地 面 若干 个 点 
上 的 重力 观测 值 (理论 上 ,只 需 在 一 个 点 位 上 测量 出 重力 的 径 向 分 
E) 即 可 根据 漂移 方程 (4. 4. 34) 分 离 出 漂移 值 。 在 实际 应 用 中 ,为 
了 增加 可 靠 度 ,可 采用 多 点 重力 观测 (获得 径 向 重力 分 量 ) ,然后 作 
简单 平 差 处 理 ( 在 等 精度 观测 的 前 提 下 只 需要 求 简单 算术 平均 )。 真 
实 重力 径 向 分 量 值 e*'(P) 可 通过 绝对 重力 测量 获得 ,目前 的 测量 精 
度 已 达到 10-19 ~ 10-1 в 72(0.01 ~ 0. 001p. Gal 水平) ,相当 于 0.1 
至 0.01 毫米 级 水 平 。 利 用 虚拟 压缩 恢复 法 得 到 级 数 解 之 后 ,可 通过 
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差分 方法 求 出 带 有 漂移 的 重力 径 向 分 量 值 go (P) 初步 的 模拟 实 
验 结果 ( 申 文 研 等 ,2006a) 表明 ,利用 虚拟 压缩 恢复 法 确定 重力 位 漂 
移 是 可 行 的 。 不 过 ,最 终 能 否 有 效应 用 ,还 取决 于 将 来 的 实践 。 

从 原理 上 讲 ,漂移 方程 (4.4. 34). 的 一 个 典型 应 用 如 下 。 假定 已 
经 确定 了 一 个 含有 重力 位 漂移 V 的 场 ,比如 EIGEN-2 模型 (Reigber 
et al.，2003)。 根据 EIGEN-2 模型 可 以 计算 出 地 面 92 上 的 边 值 
Vos; | sn; 并 以 此 为 边界 值 ,利用 虚拟 压缩 恢复 法 得 到 观测 场 V Lait 
而 利用 差分 法 获得 若干 个 检测 点 上 的 观测 重力 径 向 分 量 值 g 必 。 至 
于 g8”, 则 由 实际 重力 测量 获得 ,通常 测量 若 于 个 点 , 取 简 单 算 术 平 
均 ( 在 等 精度 测量 假定 下 ) 。 这 样 ,根据 漂移 方程 (4.4.34) 即 可 确定 
重力 位 漂移 6V。 上 述 简 单方 法 是 否 可 行 ,需要 实践 检验 。 


4.4.3 ”利用 频 移 观 测量 确定 高 程 差 的 方法 


利用 频 移 观 测量 确定 高 程 差 的 方法 已 详细 研究 过 (Shen et al., 
1993a,b; 金 标 仁 , 申 文 斌 ,1994) ,下 面 叙 述 基本 原理 。 

根据 方程 (4. 4.12) ,只 要 测定 了 PP 与 8 两 点 之 间 的 重力 频 移 
Ar, 即 可 确定 出 已 与 0 之 间 的 重力 位 差 A 了 pn = W — W, 如果 测定 
的 是 引力 频 移 Arc , 则 可 由 下 式 得 到 引力 位 差 

AV, = Vo = Vp =- Ee DL (4.4.35) 

下 面 考 虑 如 何 根据 了 与 0 之 间 的 重力 频 移 Af 求 出 P 与 8 之 间 的 高 
Же Зе H , 这 里 的 高 程 是 指 以 大 地 水 准 面 (等 频 大 地 水 准 面 ) 为 参考 基 
准 面 的 高 度 。 不 失 一 般 性 ,假定 Af > 0, 这 时 ,由 方程 (4.4.12) 得 


wo = W, -学 < W, (4. 4. 36) 


BU Q 处 的 重力 位 在 数值 上 比 P 处 的 重力 位 小 (因为 下 是 物理 大 地 测 
量 中 采用 的 牛顿 重力 位 , 取 正 值 ,数值 小 表明 位 高 ) ,而 P 和 0Q 可 以 认 
为 分 别 位 于 两 个 等 频 面 W = Co W = Ср Е. 我 们 用 WW = Wo 表示 
等 频 大 地 水 准 面 ,那么 , P 和 0 与 等 频 大 地 水 准 面 之 间 的 重力 位 差 可 
分 别 表示 成 如 下 形式 

| Afop 
£ 





AWop = Wp - W, = (4.4.37) 
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AWoo = We - Wo = - Мо (4.4.38) 
其 中 Afop 和 Afoo TIE P A Q 点 与 等 频 大 地 水 准 面 之 间 的 重力 频 


Ek. 我们 将 等 频 面 下 = Cp 在 等 频 大 地 水 准 面 W = Wo 处 展开 


W = W, + Ku, +o (4.4.39) 


Ж, Wh = -gp 是 与 已 点 对 应 的 大 地 水 准 面 上 的 重力 值 , Hp 是 
P 点 的 高 程 。 当 高 程 不 太 大 时 ,方程 (4. 4.39). 只 取 到 一 次 项 ,并 且 可 . 


以 用 平均 正常 重力 y 来 代替 gp, 于 是 有 


C, - Ж, 
Нь = - 229 (4. 4. 40) 


同 理 ,Q 点 的 高 程 可 写成 


H. =- (4.4.41) 





值得 注意 的 是 ,方程 (4.4.40) 和 (4.4. 41) Jor BB ZR АЕ H EGRE 
小 。 由 方程 (4.4.40) 和 (4.4.41) 可 求 得 P 与 Q 之 间 的 高 程 差 


Co - Cp AW, Wo -Wp 
AH = Ho - H, =- =- — = - — 


y y y 
(4.4. 42) 
其 中 Cp 和 Co 分 别 是 过 P 和 8 的 重力 等 位 面 上 的 位 常数 。 
将 方程 (4. 4. 12) 代入 方程 (4. 4. 42) 得 





(4.4.43) 


其 中 平均 正常 重力 y 可 以 近似 地 用 СМ/К? 来 代替 (M 是 地 球 质量 ， 
R 是 地 球 平均 半径 , 6G 是 万 有 引力 常数 ) 。 这 时 ,方程 (4.4.43) 可 表 
示 成 


* AH = 人 (4. 4. 44) 


将 无 量 纲 量 GM/R = 6.9 x 1071? 以 及 地 球 半径 尺 = 6.4 x 109cm T£ 
入 方程 (4.4. 44) ,得 
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АН = 9.1 x 10" Мет) (4.4.45) 


由 上 述 方程 可 以 看 出 , AH 的 精度 取决 于 频 移 观 测量 Af 的 精度 ， 
因而 也 就 与 信号 发 射 器 以 及 接收 机 的 振荡 频率 的 稳定 度 密切 相关 。 
从 理论 上 来 说 ,只 要 信号 发 射 系统 以 及 信和 号 接收 系统 的 频率 稳定 度 
优 于 10- ,那么 ,用 频 移 法 测定 任意 两 点 之 间 的 高 差 就 可 达到 厘米 
级 精度 。 如 果 采 用 卫星 上 的 发 射 器 作为 电磁 波 信和 号 发 射 源 , 则 只 需 
地 面 上 的 两 个 或 多 个 接收 机 的 频率 稳定 度 优 于 10 715 , 即 可 使 任意 两 
点 之 间 测 定 的 高 差 达 到 厘米 级 精度 。 这 时 ,对 发 射 器 的 精度 要 求 可 
低 于 对 稳定 度 的 要 求 。 目前 原子 钟 的 精度 可 达到 10716 量 级 (Pereira 
et al., 2002) ,但 仍然 不 能 满足 精度 要 求 。 高 精度 的 守 时 系统 不 仅 可 
用 于 测定 高 程 差 ,还 可 以 用 来 判定 某 些 基本 物理 常数 (如 引力 常数 ， 
精细 结构 常数 等 ,其 中 精细 结构 常数 是 描述 电磁 相互 作用 的 一 个 基 
本 物理 常数 ,起 源 于 玻 尔 原子 模型 ,其 数值 约 等 于 1/137) 是 否 随 宇 
宙 的 演变 而 变化 (Udem et al.,1997 ; Schwob et al.,1999;Udem et al., 
2002) 20 世纪 70 年 代 出 现 的 激光 以 及 非 线性 光谱 学 技术 为 制造 精 
密 守 时 系统 特别 是 “ 光 钟 ”奠定 了 基础 (Udem et al., 2002) , 20 世纪 
末 到 21 世纪 初 ,国际 上 已 有 好 几 个 研究 机 构 致 力 于 “ 光 钟 ”的 研究 ， 
并 已 通过 各 种 实验 证 实 ,利用 “ 光 钟 ”可 以 使 守 时 稳定 度 达 到 10775 
~ 10-1?( Young et al.,1999;Diddams et al.,2000a,b;Udem et al., 
2002 ;Ma et al.,2004) 。 科 学 家 预计 ,在 不 远 的 将 来 即 可 实现 可 供 科 
学 研究 及 实际 应 用 的 “ 光 钟 ”。 

由 上 述 分 析 可 看 出 ,不论 是 确定 重力 位 差 (4.4.12) ,引力 位 差 
(4.4.35) ,还 是 高 程 差 (4. 4. 44) ,关键 的 问题 是 如 何 测定 重力 频 移 
А/С 引力 频 移 Afc 可 根据 重力 频 移 Af 求 出 ;反之 亦 然 ) ,并 确定 Af 所 
能 达到 的 精度 。 这 里 需要 强调 ,方程 (4.4.45) 仅 适 用 于 平原 或 比较 
平缓 的 地 区 ,在 高 程 差 较 大 的 地 区 (比如 山区 ) ,方程 (4.4.45) 不 能 
用 。 

在 山区 ,我们 将 方程 (4.4. 39) 取 至 Hp 的 二 次 项 


w 2 
W = W + Нр + — НЬ (4.4.46) 
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由 于 ƏW/əh = - gp =-~ y, 8 W/Əh2 == 2y/R,Jj 38 (4. 4. 46) 可 写成 


W = W, ~ yHp + yH$y/R (4.4.47) 
即 

Cp = Wo - yHp + yH2/R (4. 4. 48) 
同 理 有 

Co = Wy - yHo + уНъ/К (4.4.49) 


由 方程 (4. 4. 48) 和 (4.4.49) 得 
Co -Cp = = y(Hç - Hp) + (Hg + НЬ) (Но - Hp) 


(4. 4. 50) 


- AWpo = YAHpo - (Ho + Hp) AHpo (4.4.51) 


其 中 AHpo Æ P 5 Q 之 间 的 高 程 差 。 

假定 P 是 基点 ,已 知 P 点 的 高 程 H, ,那么 ,只 要 测定 了 已 与 @ 之 
间 的 重力 频 移 Af po , 即 可 求 出 АЎ = Co 一 Cp; 于 是 ,可 由 方程 (4. 
4.50) 或 方程 (4.4. 51) Жш Q 点 的 高 程 Ho。 由 方程 (4.4.50) 得 


- (Cç - Cp) = уН» - 2н - yHp + XH} (4. 4. 52) 


今 
A=-(Co-Cp) + УН - 2н» =- AWpo + УН, - нь 
(4. 4. 53) 
则 有 
TH -yHo +à =0 | (4. 4. 54) 


解 方程 (4.4. 54) 得 


5 
y + [у - 4 А 
R R К 
H, = = 2.42. . 4. 
Q 5 t [у RÀ (4.4.55) 


2 
2 У. Y 
R 





显然 ,只 有 下 述 解 是 可 取 的 
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R R y 
H, = Ё ly? -4X. 4. 4. 
09725 2? К^ (4. 4. 56) 


将 方程 (4. 4.53) 代 人 方程 (4.4. 56) ,得 


Ho = > - sz [> - [AW + унь - 3) 





8VR R 
AW Hp 1|(AW? 2AW А 
ty tea tgo - Hp + Hb) 
AW ,1[/AW? AW 
SH 1 4. 4, 57 
P y "| У) 5 rx ) 


在 平原 地 区 , Hp 以 及 AW/y 不 大 ,方程 (4.4.57) 最 后 一 个 等 号 
右边 的 方 括号 项 可 忽略 ,从 而 得 到 方程 (4.4.42) ;但 在 高 山地 区 则 
要 顾及 上 述 方 括 号 项 。 


4.4.4 用 频 移 法 确定 地 球 外 部 重力 场 的 方法 


根据 4.4.1 节 的 研究 ,理论 上 我 们 可 以 通过 频 移 观测 确定 整个 
地 球 表面 的 重力 位 WW, 这 里 略 去 了 高 阶 项 影响 。 由 Green 第 二 公式 
(4.2.89) , BG VAW, Ug 1/|]r' -r| ,注意 此 时 AU =0, 则 有 


тето 7 los Im - 54 mure 
(4.4, 58) 
其 中 ,Q2 是 整个 地 球 域 ,也 用 它 表 示 地 球体 积 , 9Q2 是 地 球 表 面 ,r+ 和 x 
分 别 是 地 球 质心 (坐标 原点 ) 至 场 点 和 积分 元 (流动 点 ) 的 向 径 。 由 
于 





AW = A(V + Q) =-4тСр + 20? (4. 4. 59) 
其 中 , A 是 Laplace 算 子 ,V 是 引力 位 , 0 是 离心 力 位 , 6G 是 引力 常数 ， 
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p 是 地 球 密度 。 因 此 ,我 们 有 


2 
-4ту + 22-0 _ т (тт) и] 
(4. 4. 60) 
其 中 , z, 是 地 面 重力 的 法 向 分 量 , 法 向 指向 地 面 的 外 部 。 将 V = W - 
Q 代入 方程 (4. 4. 60) ,有 





w (2 


2mr 





w? 2 2 
W(x,y,z) = 3 +y“) + 


тет (тг ср)” (4.4.61) 
根据 方程 (4. 4. 61 ) ,只 要 确定 了 地 球 的 表面 形状 02, 测 定 了 地 
球 表 面 902 上 的 重力 位 和 重力 g 的 法 线 分 量 z, ,就 可 求 出 整个 外 部 空 
间 的 重力 位 ,从 而 求 出 整个 外 部 空间 的 重力 场 。 
实际 上 ,如 果 利 用 Green 基本 定理 ( 伊 捷 尔 松 ,1963 ; ETE XE, т 
人 


W(x,y,z) = (W - g) $ P do + Q(x,y, z) 


-让 an 
(4.4. 62) 
Hop RDS FW - 090 EXUBCRZ tf Winds, l> Jy tu 
Q 是 已 知 量 ) С, 是 Green 函数 ,法 线 半 指向 曲面 o 的 外 部 。 
作为 一 级 近似 ,把 地 球 表面 看 做 圆 球 , 则 Green 函数 Ç, 由 下 式 给 
出 (Heiskanen and Moritz,1967 ; 管 泽 霖 , 宁 津 生 ,1981) 
1 1 
irl Im -rl fir-r] 
其 中 , r. BE Hb ER Jr U ZEE EXT Pk [BE ЕЕ д 9 6] 45, R 是 地 球 半 
f, re。 与 的 方向 相同 ,其 大 小 满足 如 下 关系 
rr = R? (4.4.64) 
利用 球面 上 的 格林 函数 (4.4.63) ,并 计算 出 9Gy/9n, 然 后 代入 
方程 (4. 4. 62) ,可 得 到 著名 的 Poisson I CERE 1963) 
w= | 0 70 


HF, әК 表示 半径 为 R 的 球面 ,积分 号 下 的 量 (WW- Q) 在 地 球 表面 


С; = (4. 4.63) 





de + Q (4.4.65) 
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取 值 。 
由 于 重力 位 到 可 通过 频 移 法 观测 ,而 离心 力 位 Q 是 已 知 的 , 因 
此 ,利用 Poisson 积分 (4.4. 65) 可 以 求 出 整个 地 球 外 部 的 重力 位 。 引 
力 位 可 写成 
_ Í г? – К? 
或 者 
1 r? — R? 
е0 0) кусу 
上 述 方程 给 出 了 第 一 牛顿 引力 位 。 有 了 第 一 牛顿 引力 位 ,再 利用 方 
程 (4.3.21) 可 求 出 goo: 
go = - 1 -2@ + о? (x 





do (4. 4. 67) 


2 + у?) -29* 
46 > 
- 20? (x? + у?) - Jo (x° + y?) (4.4. 68) 
这 里 略 去 了 - 24 项 。 再 利用 方程 (4.2. 36) ,得 


4C 
&o0 = Rx - 20у(1 - 29) 


4С 
Во = 一 五 .jx *2ox(1-29) 
p 


8o = 0 
g; = (1-29)8j; (4. 4. 69) 
其 中 ， Sor» ё02›, 803 又 可 合 写成 
go = EU xx), +2(ө xx)((1 -29) — (4.4.70) 
r 


至 此 求 出 了 相对 论 重力 场 guo 
值得 注意 , 上述 解 是 在 球面 近似 下 完成 的 。 如果 要 严格 地 限定 
在 地 球 表面 OQ 上 进行 积分 ,那么 ,最 重要 的 问题 是 如 何 求 定 Green 
函数 C/。 由 于 地 球 表面 极为 复杂 ,因此 求解 严格 的 Cj 几乎 是 不 可 能 
的 。 为 此 ,我们 可 考虑 如 下 的 近似 解法 。 
根据 地 面 上 的 观测 值 多 可 求 出 地 面 上 的 引力 位 V。 在 地 球 外 部 ， 
引力 位 了 满足 拉 普 拉 斯 方程 ,因此 我 们 可 以 求解 外 部 Dirichlet 问题 
AV = 0 (4.4.71) 
V| aa = /Gr,0,A) (4. 4. 72) 
方程 (4.4.71) 的 外 部 球 函数 解 为 ( 伊 捷 尔 松 ,1963; Heiskanen 
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and Moritz ,1967 ) : 
V(r,0,A) = > Lj (ancosmA + b, sinmA) P, ( cos) 
nxs0 Р m=0 


(4.4.73) 
其 中 ,(r,96,A) 是 场 点 的 球 坐 标 , P, Ceos0) 是 Legendre Zi & I, 
由 下 式 给 出 


ntm 
Р am cos) = 10 — сов26)? d (сов20 — 1)” 
2?n! 


d( cos0) "*" 
(4.4.74) 
将 边界 条 件 (4. 4.72) 离散 化 ,有 
V(P;) = f(rj,0;,Àj) ; Pj e 42 (4. 4. 75) 
其 中 Pj = (r;,0,,A;) 是 第 立 个 网 格 中心 点 的 坐标 。 
参见 图 4.4.3, 网 格 可 按 如 下 方式 划分 (Shen,2005c; 李 进 ,2005; ` 
Е XRH ,2006b ,c, d) :在 地 球 内 部 取 一 个 与 地 球 质心 重合 的 单位 
ER ,将 单位 球面 按 纬 线 0, 和 经 线 л 划分 为 格 网 ( 即 经 纬 线 格 网 ) , 然 
后 将 单位 球面 上 的 格 网 沿 径 向 向 外 辐射 ,在 地 球 表 面 92 截 出 相应 的 
网 格 ЗН Lj 作为 网 格 的 标记 符号 。 
将 级 数 (4.4.73) 截断 至 N 阶 , 即 





截面 


图 4.4.3 网 格 化 示意 图 ( 取 自 申 文 赋 , 李 进 ,2005) 
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V(r,0,A) = 之 чыт У, (a, eosma + b. sinmÀ) P, ( cos0) 


(4.4.76) 
将 边界 条 件 (4.4.75) 代 人 上 述 方程 ,得 


N n 
1 
V(rj,0,,A;) = > тт 2. (Orm cosma, 
ATO ort £ 


十 b..sinmA;)P,,, ( cosÓ,) (4.4. 77) 

求解 上 述 线性 方程 组 ,可 确定 有 限 个 球 谐 系数 anm ЯП 5,,, LE 

网 格 划分 得 足够 小 (因而 方程 数 足够 多 ) 即 可 。 但 在 实际 应 用 中 , 边 

界 值 (4.4.75) 是 有 误差 的 ,这 时 需要 寻求 方程 (4.4.77) 的 最 小 二 乘 

Ж ,或 更 确切 地 说 是 求解 出 最 佳 拟 合 系数 cu。 和 b. ,最 后 得 到 如 下 
解 


V(r,0,A) = y E» [aa cosmA * b, ,sinmA ] P, (cos0) 
(4. 4. 78) 
以 上 根据 地 面 重力 数据 求解 位 系数 的 方法 是 目前 普遍 采用 的 方 
法 ,最 广泛 应 用 的 是 由 地 面 格 网 化 平均 重力 异常 数据 Ла 求解 完全 
规格 化 位 系数 | C6 ,5sm| ,这 是 一 种 离散 化 数值 方法 ,通常 还 要 考虑 
选择 平滑 因子 削弱 离散 误差 (参见 李建成 等 ,2003)。 
还 有 一 种 根据 边界 值 求解 外 部 场 的 方法 一 一 虚拟 压缩 恢复 法 
( FR CX 2004) ,该 法 的 有 效 性 和 可 靠 性 已 通过 多 种 实验 检验 证 实 
(参见 钟 秋 菊 ,2006; 李 进 ,2005 ; Ѕһеп, 2005а,Ь; Ħ XA, 2E gt ‚2005; 
Hi CRAS ,2006b,c,d) 。 该 法 的 优越 性 在 于 : 基于 该 法 可 以 解决 重 
力 场 的 向 下 延 拓 的 欠 稳 定性 问题 (Shen ,2005a,2006) 。 


45 实现 全 球 高 程 基准 统一 的 方法 


4.5.1 利用 GPS 信号 确定 重力 位 差 的 方法 


申 文 斌 等 (参见 Shen et a1.,1993a; H OCX 59,1994). 曾 提 出 利用 
GPS 卫星 信和 号 测定 重力 频 移 , 进 而 确定 重力 位 差 以 及 地 面 点 高 程 的 
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思想 。 通 过 对 GPS 卫星 信号 的 频 移 观 测 来 确定 地 面 点 高 程 ,可 以 不 
受 地 理 条 件 和 环境 等 限制 ,甚至 可 以 实现 两 个 大 陆 之 间 的 高 程 统一 
(Shen and Ning,2005 ;Shen,2005c)。 

这 种 方法 的 理论 基础 是 重力 频 移 方 程 , 即 4.4 节 中 的 方程 (4. 4. 13) 


Af, 


AW =- (4.5.1) 


Жн AW d BT Hb ri d 35 — [8] B5 ЗЕ 71у 28 , Af, 是 两 个 地 面 测 站 所 测 
卫星 信号 的 重力 频 移 之 差 , /是 GPS 卫星 发 射电 磁 波 信号 的 频率 。 

假如 确定 了 重力 频 移 , 即 可 利用 方程 (4.5.1) 确定 重力 位 差 , 进 
而 可 确定 高 程 或 高 程 差 。 卫星 信号 的 频 移 实际 上 包含 多 种 因素 的 影 
响 , 这 些 影响 大 体 上 可 分 为 经 典 多 普 勒 频 移 、 重 力 频 移 、 电 离 层 多 普 
勒 频 移 对流层 多 普 勒 频 移 、 原 子 钟 误差 等 ,其 中 经 典 多 普 勒 频 移 占 
的 份额 最 大 。 因 此 ,在 频 移 测 量 中 ,需要 考虑 各 种 误差 影响 ,其 中 经 
典 多 普 勒 效应 是 最 主要 的 误差 源 。 为 了 得 到 我 们 所 和 需 的 重力 频 移 信 
导 , 可 采用 适当 的 方法 将 其 他 频 移 成 份 消除 或 最 大 程度 地 削弱 。 


4.5.2 GPS 信和 号 频 移 测量 的 误差 源 分 析 


考虑 引起 卫星 信号 频 移 的 主要 因素 , 总 的 频 移 Af 可 表示 为 
( Kleppner et a1.,1970) 
Af = Af, + Af, + Af, + Af; + Af, + Af, + Af, 
(4.5.2) 
RP, Af, Af, 分 别 是 一 阶 多 普 勒 频 移 (或 经 典 多 普 勒 频 移 ) 和 横 
向 多 普 勒 频 移 ,Af, 是 引力 频 移 ，Af; 是 电离 层 多 普 勒 频 移 ，Af, 是 对 
流 层 折 射频 黎 ，Af. 是 原子 钟 误 差 ，A 是 随机 误差 。 引 力 频 移 与 横 
向 多 普 勒 频 移 之 和 是 重力 频 移 (Kieppner et al, 1970; 金 标 仁 等 ， 
1994) , 记 为 Af; 
在 各 项 频 移 中 ,经 典 多 普 勒 频 移 的 量 级 最 大 , 比 引力 频 移 项 至 少 
高 4 个 数量 级 ( 冯 球 ,2007) ;其 次 是 横向 多 普 勒 频 移 和 电离 层 多 普 勒 
频 移 。 对 流 层 折射 较 引 力 频 移 小 两 个 数量 级 。 原 子 钟 误差 最 小 , 取 
决 于 守 时 系统 的 精度 ,采用 的 原子 钟 精度 越 高 ,测量 精度 越 高 ,相应 
地 ,成 本 也 越 大 。 随 机 误差 可 通过 多 次 观测 消除 或 削弱 。 就 目前 的 








第 4 章 相对 论 重力 测量 263 
wan 


目的 而 言 ,我 们 真正 需要 的 是 重力 频 移 ( 即 引力 频 移 与 横向 多 普 勒 
频 移 之 和 ) ,而 将 其 他 的 频 移 看 作 干 扰 。 要 获得 精确 的 重力 频 移 ,就 
需要 采取 有 效 的 方法 来 消除 或 大 大 地 削弱 经 典 多 普 勒 频 移 。 


4.5.3 多 普 勒 频 移 消除 法 


由 上 一 节 得 知 经 典 多 普 勒 频 移 是 频 移 总 量 中 的 主要 成 分 ,用 模 
型 或 公式 来 改正 ,仍然 存在 很 大 的 残 差 。 为 了 解决 这 一 问题 ,我 们 利 
用 多 普 勒 消除 技术 (Kleppner et al.,1970;Jaffe ,1976;Vessot and 
Levine ,1979 ;Vessot et al.,1980; Ashby ,1998 ; {9 3i ,2007 ; FH Ж, 15 
更 等 20082) ,这 种 技术 能 够 很 好 地 消减 经 典 多 普 勒 效应 的 影响 ,并 
且 理 论 上 还 可 以 同时 消除 电离 层 多 普 勒 频 移 和 对 流 层 折 射 效应 。 多 
普 勒 消除 技术 首先 应 用 于 1976 年 验证 相对 论 等 效 原理 的 实验 
( Vessot et al.,1980) 。 下 面 基 于 这 种 技术 来 论述 有 效 获 取 重 力 频 移 
的 方法 ( 申 文 研 , 冯 环 等 ,2008a) 。 

如 图 4.5.1 所 示 , 在 地 心 恒星 参考 系 中 ,5S 是 绕 地 球 飞 行 的 卫星 ， 
P 是 地 球 表面 或 外 部 空间 中 的 一 基站 。5 ЯП Р 处 都 放置 了 相同 的 原 
子 钟 。 时刻, 基站 PP 向 卫星 发 射频 率 为 hi( 它 等 于 P 处 原子 钟 的 固 
有 频率 fp) 的 电磁 波 信号 , 记 作 信和 号 a。 t, 时 刻 , 卫 星 接 收 到 基站 的 信 
号 所 ,并 立即 转发 给 基站 ,同时 还 发 出 频率 为 f( 原 子 钟 在 S$ 处 的 固有 
频率 ) 的 信号 , 记 作 信和 号 b。 ШЇ |, ,基站 PP 运 行 到 P' 时 ,接收 到 这 两 
种 信和 号 fi 和 f/f;。 上 述 过 程 可 简明 地 用 如 下 形式 表述 : 
信号 fi 1 fi 2 fi 





па: p s P 
э f, 3 fi 
言 号 b: 3 "р (4.5.3) 


其 中 分 母 表示 发 射 机 或 接收 器 ,分子 表 示 发 射频 率 或 接收 频率 ,箭头 
上 的 数字 表示 信和 号 传递 过 程 的 路 径 标号 ,简称 过 程 标号 :三 条 路 径 ， 
对 应 三 个 过 程 。 

现在 ,( 基 站 ) 发射 频率 为 i 时 ,( 卫 星 ) 接收 频率 为 1;( 卫 星 ) 
发 射频 率 为 ff 和 /时 ,( 基 站 ) 接收 频率 分 别 为 和 f;。 于 是 ,基于 方 
程 (4. 5.2) ,可 以 写 出 如 下 关系 : 
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图 4.5.1 5 是 卫星 在 t 时 刻 的 位 置 ,P AP 分别 是 基站 在 4 ЯП, Н] 
刻 的 位 置 ,vs ,vw ,vs 分 别 是 对 应 时 刻 卫 星 (Qr, 时 刻 ) 以 及 基 
f (t, 和 4 时刻 ) 相对 地 心 的 速度 


fi = ЛА + Afa Af. + Afa + Afa + Afa + Afa + Af, 
(4.5.4) 
Ff + Af + Afa +A + Afa + Afo + Af (4.5.5) 
f, = А + Ад AM + Дуз + Afa +A + Af, + Mf 
(4.5.6) 
ЫЕ, АЛ. Af. Af. Af. Af. А, (О = 1,2,3 表示 信号 传 
播 的 三 个 过 程 ) 分 别 是 对 应 信号 之 间 的 多 普 勒 频 称 、 引 力 频 移 、 卫 星 
与 基站 之 间 的 横向 多 普 勒 频 移 、 电 离 层 效 应 、 对 流 层 效应 、 随 机 观测 
RÆ, Afas Af, 分 别 是 基站 和 卫星 原子 钟 的 频率 误差 。 
方程 (4. 5. 4) 和 方程 (4. 5.5) 分 别 描 述 了 信号 a 在 过 程 1 和 2 中 
的 频 移 ,方程 (4. 5.6) 描述 了 信和 号 b 在 过 程 3 中 的 频 移 ( 忽 略 了 基站 
不 同时 刻 的 原子 钟 守 时 速率 差异 )。 由 于 信号 a 和 信号 b 在 整个 过 程 
中 经 历 的 时 间 极 短 , 可 以 近似 认为 Ау, (7 = 1,2,3) 全 都 相等 。A 广 、 
Af, 可 作 同 样 处 理 。 需要 说 明 的 是 , Af, 与 Afs、Af 绝对 值 相同 、 符 
号 相反 。 这些 近似 处 理 的 误差 后 面 将 会 详细 讨论 。 





第 4 章 相对 论 重力 测量 265 
— mn 








基于 方程 (4. 5.4) ~ (4.5.6) ,得 
f A 
fi-f (2-2) Af, + Af, + Nf, (4.5.7) 
其 中 Ar 是 随机 观测 误差 之 和 。 方程 (4.5.7) 已 将 多 普 勒 频 移 .电离 
层 效 应 .对流层 效 应 当 消去 , 仅 含有 引力 频 移 、 钟 误差 和 随机 观测 误 
差 。 重 写 方程 (4. 5.7) ,需要 提取 的 引力 频 移 可 表示 为 


м, -f-h-(-h-ansan 45.8) 


利用 多 普 勤 消除 法 在 测 站 А,В 同时 观测 同一 颗 了 卫星 , 则 得 到 两 
个 引力 频 移 之 差 Afas = Af, -Afa ,其 中 AF ЯП АЛ» 由 方程 (4. 5. 
8) 确定 。 类 似 于 重力 频 移 方程 (4. 5. 1) ,基于 АЛ» 可 求 出 4 与 8B 之 
间 的 引力 位 差 
AV, = V, — V, = -你 (4.5.9) 
下 面 讨 论 误差 影响 。 为 了 便于 计算 ,假设 GPS 卫星 是 轨道 半径 
Ayr, = 30000km 的 理想 圆 轨 道 卫星。 卫星 在 地 心 系 中 的 运动 参数 见 
34 4.5.1, 
Yt t, ВР], ЖЕЎИ fE P АРЕНУ THE B E BE 2 v, ,相对 于 卫星 的 速 
度 为 wp, 在 地 心 系 中 卫星 和 基站 的 法 向 加 速度 和 切 向 加 速度 分 别 为 
Za a, eai( 见 图 4.5.2) ,基站 到 卫星 的 距离 为 


sp ° 


3 4.5.1 卫星 在 地 心 惯 性 系 中 的 运动 参数 
参量 速度 v, (m/s) 法 向 加 速度 a'(m/s*) ” 切 向 加 速度 а (тл) 





数值 3643 0.44 107 


1. 考察 电离 层 和 对 流 层 的 影响 
TE At = ty 一刀 时 间 内 ,基站 相对 于 卫星 的 位 移 


S= „М + Ta A (4.5.10) 
其 中 a, 是 基站 相对 于 卫星 的 加 速度 。 显 然 ,有 如 下 估计 式 


la, |< la,|+ |а„] = al + а2 + fa? + а? (4.5.11) 
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图 4.5.2 a,,a, 分 别 为 卫星 的 切 向 加 速度 及 法 向 加 速度 


(基站 在 图 中 没有 画 出 ) 
|, | < lvl lvl (4.5.12) 
|5] < lm, | At 1а LA? (4. 5.13) 


以 位 于 赤道 的 地 面 基站 为 例 , 所 取 的 数据 和 计算 结果 见 表 4. 5. 2。 

















表 4.5.2 计算 地 面 基站 位 移 大 小 的 数据 及 结果 

参量 数值 
卫星 至 基站 距离 r, (km) 15000 
信号 传播 时 间 Ars) 0. 05 
基站 速度 v (m/s) 463 
基站 切 向 加 速度 a,( m/s ) 0.1 
基站 法 向 加 速度 a, (m/s ) 3.37 x 102 
基站 在 地 心 系 中 的 位 移 (m) S < 205.3 


以 上 计算 结果 表明 ,在 信号 传播 的 短暂 时 间 里 ,地面 基站 相对 于 
卫星 的 位 移 在 1km 以 下 。 在 1km 的 横向 距离 上 ,大气层 的 差异 通常 
是 可 以 忽略 的 ,大气层 的 变化 也 完全 可 以 忽略 不 计 。 也 就 是 说 ,在 信 
叶 传 播 过 程 中 大 气 层 近似 看 成 是 静态 的 。 考 虑 光路 可 逆 原 理 ,电磁 
波 在 近似 静态 的 大 气 层 中 传播 也 应 当 是 可 逆 的 ,因而 将 大 气 层 对 上 
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行 和 下 行 电磁 波 的 影响 看 做 相同 。 

由 电离 层 和 对 流 层 引起 的 误差 较 难 估计 ,但 根据 我 们 所 采用 的 
模型 ,由 电离 层 和 对 流 层 的 变化 引起 的 频 移 量 的 剩余 误差 可 以 忽略 ， 
不 会 给 方程 (4. 5.8) 的 精度 带 来 影响 。 

2. 多 普 勒 镜 余 影响 

EERME AG = 1,2,3) 带 来 的 剩余 误差 为 


ar = Ma- 3 Oa + Afp) (4. 5. 14) 
其 中 ， Afa = fea, Afa = f, Afo = ^s 忽略 二 阶 小 量 ,得 
ar = (Ало, + fAv,) = (Afati + La, At) 

= - u) + af M (4.5. 15) 

其 中 , оу, a, 分 别 是 二 时刻 基 站 相对 于 卫星 的 径 向 速度 和 径 向 加 

速度 。 若 忽略 上 式 右 边 第 一 项 , 则 有 ôf fy = arAt2c, 其 大 小 主要 取 

决 于 基站 加 速度 和 信号 传播 时 间 。 因 此 ,计算 误差 为 og = 2,02 - 

v?)/4Ac 。 

考虑 基站 在 地 球 表面 的 情况 ,利用 表 4.5. 2 中 的 数据 计算 ,结果 

如 表 4 .5.3 所 示 。 


表 4.5.3 地 表 基 站 的 一 阶 多 普 勒 残余 误差 的 计算 结果 
a,(m/s`) vy, (m/s) f/f, fafo 的 精度 





< 0.54 = 4106 = 4.52 x 10 5 x 107° 


计算 结果 表明 ,由 基站 加 速度 引起 的 一 阶 多 普 勒 频 移 残 余 误差 
是 不 能 忽略 的 ,提取 引力 频 移 量 时 需要 考虑 这 一 项 改正 。 

3. 引力 频 移 模型 误差 影响 

引力 频 移 模型 给 方程 (4. 5.9) 带 来 的 剩余 误差 为 
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8f, =- > (A, + Afa) (4.5.16) 


把 Afa = 一 ду, , Af = Блу» RAER ,得 


8f, V-V, 
f. = за (4.5.17) 
其 大 小 主要 取决 于 基站 在 tit 时 刻 引 力 位 Vp 5 Vp 的 差异 。 


将 地 球 引 力 位 取 零 阶 项 








5. ал (см см). CM Ce ne (4.5.18) 
f, 2c? r, ry 2c rry : 
上 式 的 误差 约 为 
GM J,a? іп’ і 
> = Ља r P, ( sin8") _ Р, ( sinë) (4.5.19) 





” 2e? | r>, г? 

Р Р 
其 中 , J, = 1082.628 x 1079 E Bp Y РКТ РЕ ЖН) ЖЖ (ОЛУ HR, 
1975) ,也 即 动力 学 形状 因子 (参见 1.1.2 节 ), a 是 地 球 赤道 平均 半 
f&, Р„(вїпё) 是 二 阶 Legendre 函数 ,可 表示 为 (3sin6 — 1)/2, 6 $15" 
分 别 是 基站 在 P A P 处 的 纬度 。 

当 基 站 位 于 地 球 表面 时 , 设 r. —- r, = 10m, 基 站 的 纬度 近似 不 
变 , 设 为 30°, 计 算得 f/f, =-1.74 x10 155, 此 结果 精度 在 10 -16 RE 
级 , 比 引力 频 移 小 5 ~ 6 个 量 级 , 故 将 它 作为 引力 频 移 的 误差 看 待 。 

为 了 对 方程 (4. 5.8) 进行 精度 分 析 ,本 文 作出 如 下 假设 :观测 值 
的 精度 与 观测 条 件 、 仪 器 设备 的 种 类 有 关 , 假 设 观 测 精 度 足 够 高 , 达 
到 原子 钟 的 精度 , f; 和 /1 的 观测 误差 分 别 记 为 Af' 和 Af; АЛ, 是 计 
算出 来 的 值 ,假设 采用 足够 高 精度 的 卫星 星 历 计 算 ,使 其 能 够 达到 原 
子 钟 的 精度 ;随机 误差 Af, 的 量 级 不 会 超过 前 面 几 项 ,同样 取决 于 原 
子 钟 的 精度 。 

目前 国内 精度 最 高 的 钨 原子 暑 泉 钟 的 频率 准确 度 为 4.4 x 
10-5( 王 正明 ,2004; 王 义 道 ,2005), 而 国际 上 则 达到 了 6 x 
1076 ( Heavner et al. ,2005a) 。 按 精度 6 x 10-16 计算 ,方程 (4.5. 8) 
中 各 项 的 精度 总 结 如 表 4. 5. 4。 
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Ф 4.5.4 各 项 的 精度 汇总 

参量 系数 相对 精度 

Af. 1 6 x 1075 

Af - 1⁄2 | 6 x107" 

А/, -1 6 x 1075 

Af, 1⁄2 6 x 10 "16 

Afa -1 dL 6 x 107^ 

c. -1 4.9x10 ~ 6.8 x107 
f, -] ] -7.5 x 1975 — 2.3 x 10" 
Af. I 6 x 10 Š 





利用 表 4.5.4 给 出 的 数据 ,可 知 方程 (4.5.9) 的 精度 为 (3.7 ~ 
6.1) x 10-5, 

理论 上 ,多 普 勒 消除 技术 可 以 同时 消除 多 普 勒 频 移 、 电 离 层 以 及 
对 流 层 折射 效应 。 此 外 ,利用 两 个 地 面 测 站 联合 观测 还 可 以 消除 卫 
星 钟 误差 。 

需要 指出 ,在 高 精度 测量 中 ,除了 前 面 所 列举 的 影响 因素 ,还 需 
要 考虑 包括 太阳 月球 等 天 体 的 引力 作用 以 及 潮汐 等 影响 (leppner 
et а1.,1970). 

要 提高 信号 频 移 测量 的 精度 ,一 方面 需要 更 精密 的 模型 , 另 一 方 
面 需 提 高 原子 钟 的 频率 准确 度 。 我 们 的 精度 估计 基于 目前 国际 上 精 
度 最 高 的 饮 原子 喷泉 钟 的 频率 准确 度 6 x 10 7105 按照 此 精度 计算 ， 
所 测量 的 高 程 差 的 精度 大 约 为 1 米 量 级 ,这 在 高 山地 区 具有 实用 价 
值 。 随 着 时 频 科学 技术 的 发 展 , 有 望 更 大 幅度 地 提高 原子 钟 频率 的 
准确 度 (例如 达到 10 75 ж 10 77 ) ,因而 也 就 能 大 幅度 地 提升 多 普 勤 
消除 法 的 精度 。 


4.5.4 全球 高 程 基准 的 统一 


假定 某 一 点 4 是 国际 基准 点 , 它 位 于 大 地 水 准 面 上 。 由 4 出 发 ， 
利用 频 移 测量 手段 ,可 实现 全 球 高 程 基准 统一 。 
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具体 地 说 ,基于 重力 频 移 方程 , 可 通过 两 个 接收 机 接收 GPS 卫星 
信号 确定 频 移 观测 量 ,由 此 可 确定 任意 两 点 之 间 的 重力 位 差 , 进 而 确 
定 高 程 差 。 特 别 是 在 由 海洋 隔 开 的 两 个 大 陆 之 间 , 采 用 GPS 卫星 信 
号 频 移 法 可 以 实现 两 个 大 陆 之 间 的 高 程 连接 ,实现 全 球 高 程 基 准 统 


° 


4.6 ”轨道 陀螺 效应 以 及 探测 地 球 
引力 场 精细 结构 的 可 能 性 


在 3.6.4 节 我 们 曾经 讨论 了 爱 因 斯 坦 引 力 ( 后 牛顿 近似 ) 的 性 
质 , 它 不 仅 具 有 通常 意义 下 的 引力 效应 ,而 且 具 有 引力 磁 效 应 。 引 力 
效应 类 似 于 电场 力 效应 ,引力 磁 效 应 类 似 于 磁场 力 效 应 。 静止 质量 
产生 引力 场 ,类 似 于 静止 电荷 产生 电 ( 力 ) 场 。 运 动 质量 产生 附加 的 
引 磁 力 场 ,类 似 于 运动 电荷 产生 附加 的 磁场 。 正 是 由 于 引力 磁 效 应 ， 
一 个 带 有 自 旋 的 陀螺 在 引力 场 中 运动 ,其 自 旋 轴 要 发 生 运动 。 我 们 
曾经 在 Schwarzschild 度 规 场 中 讨论 了 粒子 自 旋 的 进 动 效 应 ( 见 3.5.7 
节 ) 。 如 果 仅 仅 是 为 了 探讨 地 球 自 转轴 的 进 动 效应 ,那里 的 讨论 就 足 
ET. 但 如 果 为 了 探测 地 球 引 力 场 的 精细 结构 , 则 必须 考虑 地 球 引 力 
场 的 不 规则 部 分 对 轨道 陀螺 的 影响 。Pugh(1959) 以 及 Schiff(1960a， 
b) 曾经 建议 将 一 个 陀螺 (如 卫星 ) 放 入 绕 地 轨道 ,并 利用 其 自 旋 进 动 
来 探测 地 球 引 力 场 的 精细 结构 。 下 面 我 们 首先 给 出 陀螺 在 后 牛顿 近似 
下 的 运动 方程 ,然后 讨论 探测 地 球 引 力 场 精细 结构 的 可 能 性 。 

我 们 曾经 在 3.3.3 节 利 用 对 应 原理 写 出 了 自 旋 运 动 方程 


D.S, = 0 (4.6.1) 
这 个 方程 在 不 存在 引力 时 是 正确 的 , 即 
9,5, = 0 (4. 6.2) 


当 存 在 引力 时 ,将 д, 换 成 协 变 标 量 导数 算 子 D, 后 也 正确 。 利 用 协 变 
标量 导数 算 子 也, 的 定义 (参见 3. 2.6 节 ) ,将 方程 (4.6.1) 展开 就 是 


6 _ Го Ях” с = 0 (4. 6. 3) 


满足 条 件 
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dx 

^ ат 

因为 上 式 在 随 陀螺 一 起 运动 的 局 部 惯性 系 中 成 立 , 又 因 上 式 是 

标量 ( 零 阶 张 量 ) 方程 ,因而 在 任意 参考 系 中 也 成 立 。 方 程 (4. 6. 4) 
又 可 写成 


= 0 (4.6.4) 





dx! 
Sig +50 = 0 (4.6.5) 
因此 
So =- 8, (4.6.6) 
又 由 方程 (4. 6.3) ,得 
45; с dx” c = F 
d: = T iw goo “Т юзо +T ; "9, 


= F° oso + I/gS; + Г v/Sy + P^; 0/5, (4.6.7) 
将 方程 (4. 6.6) RAER, ERR SI oP r, ЕВГ, = 0( 参 见 3.6.1 
节 ) ,得 
dS; 


L 


dt 





= (- T + T^g ev T*S, (4. 6.8) 

将 仿 射 联络 ( 即 Christoffel 符号 ) 的 分 量 表达 式 (3. 6. 70) 代入 方程 
(4.6.8) 并 提升 三 指标 ,得 

dS: 

d: 





= - vioig (OR - 9040) - sta p 


+ v ( - 8#дур - 8, 9p +5iotp) |S: 
1 i i T i 
- 30. - a£) S* — Siop – v* Soe 

- S(v*Vo) - v: Sólo + s: (S - Ve) (4. 6. 9) 
X 
(olg, - 9,1) S* = 51914 + S?! t, + 5391, _ 
S1016! = Saat! – S*a Z! 
Sat, - 961) -S (a£ – 914) 
S?(Vx£)0) - S(V x £) 2) 


lI 
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= [5 х (Ух) ]0) (4. 6. 10) 
其 中 上 标 (i) 表示 第 i 个 分 量 。 同 理 
(920, - OL)St = [S x (Ç xt) ]0) 


(Gg, - 022 )St = [Sx (Vx £)]%) (4.6.11) 
Вр 
(Op ~ 9,61) SE = [S х (V ху] (4.6.12) 
将 方程 (4. 6.9) 写成 矢量 形式 ,顾及 方程 (4.6. 12) ,得 
2 - +s x (V x£) - 5 2 -2(ъ: S) Ve 
-S(v-Ve) +v(S - Ve) (4.6.13) 
这 就 是 自 旋 S 所 满足 的 方程 。 


由 方程 (4. 6.13) 可 以 看 出 ,在 一 般 参 考 系 中 ,陀螺 自 旋 随 时 间 
而 变 。 当 然 , 根 据 等 效 原理 ,在 随同 陀螺 一 起 运动 的 局 部 惯性 系 中 ， 
陀螺 的 自 旋 是 恒定 的 。 因 此 ,为 了 观测 陀螺 的 进 动 效应 ,通常 总 是 选 
定 相 对 恒星 定向 的 参考 系 。 

为 了 求解 方程 (4. 6. 13) ,引进 新 的 自 旋 矢 量 ( Weinberg,1972) 


= (1 +@)S - v(v- S) (4. 6. 14) 
由 上 式 ,得 
dS’ ар 45 ld 
"d ^ gotte) g (v: S) 
1 /dv dS 
-ZS +v €) 
_ (аф dx* ... 
= [+ 9:Ф 4=)$ + 
= %5 + (` eS + (1 ж ф) SS - TEC. S) 
1 (dv dS 
-zF S+v- >) (4.6.15) 
我 们 曾经 在 3. 6. 2 节 写 出 了 质点 的 运动 方程 
də 


T = -V(e 29? + g) -Esuke 
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+3290 +4a(u - V) g - v! Ve (4. 6. 16) 


将 陀螺 视 为 质点 ,上 述 方程 也 成 立 ( 它 描述 陀螺 的 运动 轨迹 )。 若 将 
方程 (4. 6. 15) 的 精度 限定 在 (w《r)S 量 级 ,那么 ,将 方程 (4.6. 16) 
代入 方程 (4. 6.15) 之 后 B ST (Pr) 的 项 , 则 有 

dS’ әр 


dS 
<“ > a + (u Ye)S + (1 +ç) T; 


1 1 1 ds 
Ly. S)V .Vp) - — . 99 
tO S) e + -0(5 Ф) ;" v d) 


(4. 6. 17) 

AR 18 77 ££ (4.6.13) , dS/dt 具有 量 级 (77) S, 因此 , 准确 到 

(02/т) 5,7798 (4.6.17) 又 可 改写 成 (同时 将 方程 (4.6.13) RAX 
程 (4. 6. 17) ZP) 如 下 形式 : 

dS’ d$ (2e 


1 1 
2E . 5 -—(v-S)V — (S -V 
+ xv Ve) t0 ) Ф + v( Ф) 





dt dt 


>s x (Vx¿č)-2(v-S8)Vp + v(S- Ve ) 


Ш 


1 1 
(y. v КЕ . 
+ (u S) p + 2065 Ve) 


= +Š x (V x £) - TC: S) Ve + Fv(S - Ve) 


" 


-- (Ух xS - (u: Ve) x S 


= [-- (Ух) -了 (uvp)]xS (4.6.18) 
TER SI (7/7) S,3E T 77 8 (4.6.14) ,上 式 又 可 写成 
ds’ 
dt = 2 x S 


-ox[a + )5 -Fv(v. S)] 


= @ x S' (4.6.19) 
其 中 


0 = -了 (xz - (v x Ve) (4. 6. 20) 
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方程 (4. 6. 19) KH, AERES 以 速度 1021 £g BJ Jy pj Ez m: 
时 针 方 向 进 动 ,而 S$' 的 模 S 保持 不 变 。S' 可 表示 成 
S' = S'n' (4.6.21) 
其 中 п 表示 S 的 单位 方向 矢量 。 
将 方程 (4. 6. 21) 代入 方程 (4. 6.19) ,得 


= O xn (4.6.22) 
根据 方程 (4. 6. 14) ,准确 到 (wxr)S, 可 以 将 S A S 表示 出 来 
S = (1-ш)5' +10005 5') (4.6.23) 
将 方程 (4. 6.21) 代入 方程 (4. 6.23) ,得 
S = SQ -pn + Таом) (4. 6.24) 


BB n' 由 方程 (4.6.22) 给 出 。 

方程 (4. 6.24) 给 出 了 陀螺 自 旋 S 的 表达 式 , 由 此 可 以 看 出 ,5S 
的 进 动 方式 很 特别 ,一 方面 以 S'(1 79) 086 О ЭОЕ CO 
是 MIB) , 另 一 方面 还 要 受到 几 个 附加 矢量 的 “ 拖 忠 ”作用 。 

我 们 选 一 个 参考 系 , 其 原点 在 轨道 陀螺 上 ,参考 系 相 对 遥远 星系 
定向 ( 即 通过 接收 于 远 星系 的 光 信 和 号 定向 ) 。 由 此 选 定 的 参考 系 称 之 
为 陀螺 共 动 恒星 定向 准 惯 性 参考 系 ,简称 共 动 准 惯性 系 。 显 然 , 共 动 
准 惯 性 系 与 地 心 准 惯 性 系 之 间 没 有 旋转 ,只 有 平移 ,参见 图 4.6.1。 
因此 ,就 考察 陀螺 的 进 动 效应 而 言 ,不论 是 在 共 动 准 惯性 系 中 考察 ， 
还 是 在 地 心 准 惯性 系 中 考察 ,结果 是 相同 的 。 这 就 是 说 ,即使 在 共 动 
准 惯 性 系 中 考察 ,方程 (4.6. 19) ~ (4.6.24) 也 是 正确 的 。 于 是 ,可 
以 在 陀螺 准 惯性 系 中 安装 某 种 光电 装置 ,通过 监测 陀螺 自 旋 S 的 方 
向 余弦 ( 即 相 对 PX ,PY,PZ 方向 夹 角 ) 来 确定 S 的 进 动 效应 ,进而 根 
据 方 程 (4. 6. 19) ~ (4.6.24) 反 算 引力 场 p K £. 按照 这 种 思想 ,从 
原理 上 可 以 探测 地 球 外 部 引力 场 的 精细 结构 。 但 实际 精度 究竟 能 达 
到 多 高 ,还 有 待 进一步 研究 。 

O 反 过 来 ,如 果 我 们 知道 了 场 g 和 Y, 则 可 预测 陀螺 的 进 动 效应 ,这 
在 精密 导航 科学 中 有 重要 意义 。 在 地 球 动力 学 中 的 一 个 应 用 就 是 能 
预言 地 球 自转 轴 的 相对 论 进 动 效 应 ,我 们 曾 在 3. 5.7 节 中 讨论 过 这 
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图 4.6.1 地 心 准 惯性 系 与 陀螺 准 惯性 系 的 转换 


一 效应 ,那里 给 出 的 精度 已 经 足够 了 。 

这 里 需要 指出 ,如果 我 们 选取 与 陀螺 固 结 的 局 部 参考 系 , 那 么 ， 
该 参考 系 将 构成 局 部 惯性 系 ,简称 陀螺 固 结 惯性 系 。 在 陀螺 固 结 惯 
性 系 中 考察 ,陀螺 没有 进 动 效 应 。 这 时 ,需要 建立 陀螺 固 结 惯性 系 与 
地 心 准 惯性 系 之 间 的 联系 方程 ,这 超出 了 本 书 的 范围 。 

下 面 考察 一 下 自 旋 矢量 5 的 进 动 角 频率 (2 的 计算 问题 。 作 为 一 
级 近似 ,我 们 假定 地 球 是 均 质 圆 球 ,这 时 


o = -M (4.6.25) 


ё - - 2, x J) (4.6.26) 
其 中 , J 是 地 球 的 自转 角 动 量 , 由 方程 (4.2.31) 给 出 。 
将 方程 (4. 6. 25) 和 方程 (4. 6. 26) 代 人 方程 (4. 6. 20) ,得 


ЕЕЕ] 


= [н vC x] 
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-2 cMv x | 
v E 
2J 3 3 3 rxv 
2g -M -2r рука у] + 2 GM 
[- A o Dr | 56м 一 
= ЗС. Dr Spy + 349 X (4. 6.27) 
p p 2 p 


在 上 述 推演 中 ,假定 了 ,与 空间 坐标 无 关 , 但 有 可 能 随时 间 演 化 。 在 
方程 (4. 6.27) 的 最 后 一 个 等 号 的 右边 ,最 后 一 项 是 测 地 进 动 项 ,类 
似 于 电磁 学 中 的 Thomas 进 动 ,因而 也 常 称 之 为 引力 Thomas 效应 ;前 
两 项 称 为 Lense-Thirring 进 动 ,归功 于 Lense and Thirring( 1918) , 表 
Z HER АЗ эЛ Et _ Bp Ea ËI ЕД K Sh Ë fg sp E 2 [н] пу IH R PB G TE J ,可 与 
原子 物理 学 中 导致 原子 核 的 精细 结构 现象 的 耦合 作用 类 比 ( 原 子 核 
fü zh i B eU E SOR fs BE CC IBI ESTHER GR TE RID 。 


4.7 重力 梯度 测量 


4.7.1 基本 原理 (牛顿 框架 ) 


重力 梯度 测量 的 目的 是 精 化 地 球 引 力 场 ,所 采用 的 方法 就 是 测 
量 地 球 引 力 位 的 二 阶 导数 。 为 此 目的 而 设计 的 仪器 称 之 为 重力 梯度 
Jt, 下 面 我 们 把 讨论 限定 在 空间 中 的 重力 梯度 测量 ,并 且 ,为 了 简单 
xe X, ,我们 只 讨论 运载 体 处 于 “自由 落体 ”状态 时 的 情形 。 比 如 ,将 
重力 梯度 仪 放置 在 卫星 (运载 体 ) 上 就 属于 这 一 情形 。 

当 运 载体 处 于 “自由 落体 ”状态 时 ,引力 与 惯性 力 相 互 抵消 了 。 
此 时 如 果 试 图 用 重力 仪 (加 速度 计 ) 测定 引力 , 那 将 是 徒劳 的 。 因 为 
重力 仪 测定 的 是 空间 一 点 的 重力 (或 引力 ) 值 , 而 在 这 一 点 ,引力 与 
惯性 力 是 不 可 区 分 的 。 重力 梯度 仪 则 不 同 , 它 测定 的 是 空间 两 点 之 
间 的 重力 (引力 ) 之 差 , 而 一 般 情况 下 ,这 个 差 值 (当然 可 以 测定 很 多 
这 种 差 值 ) 提供 了 引力 场 信息 。 比 如 ,如 果 这 个 差 值 始终 为 零 , 那 么 ， 
引力 场 必 为 均匀 的 ,或 者 不 存在 引力 场 ;如 果 这 个 差 值 不 为 零 , 则 表 
示 引 力 场 是 非 均 匀 的 ,可 以 通过 尽 可 能 多 的 重力 梯度 观测 值 来 解 算 
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引力 场 。 一 般 说 来 ,用 这 种 解 算 方法 将 留 有 一 个 积分 常数 需要 用 其 
他 方法 确定 。 比 如 ,任意 一 个 非 均 名 引力 场 总 可 以 假想 再 合 加 一 个 
均匀 引力 场 ,而 这 个 均匀 引力 场 部 分 无 法 用 重力 梯度 测量 来 确定 。 
但 均匀 引力 场 在 空间 各 点 都 相同 ,可 以 任意 选 定 几 个 点 用 绝对 重力 
仪 测定 。 因 此 ,前述 的 不 确定 性 常数 不 会 给 重力 梯度 测量 带 来 本 质 
性 的 影响 。 另 外 ,从 大 尺度 范围 来 看 ,整个 宇宙 物质 不 可 能 产生 均匀 
引力 场 ,如若 不 然 , 整 个 宇宙 (就 平均 水 平 而 言 ) 就 会 向 某 个 方向 作 
加 速 运动 ,这 是 不 可 能 的 。 

下 面 我 们 考察 一 个 简 例 ,说 明 重 力 梯度 测量 原理 。 

假定 有 两 个 等 质量 物质 球 4 和 B( 以 后 称 4 和 B 为 检验 质量 ) 在 
地 球 引 力 场 中 作 自 由 落体 运动 ,参见 图 4.7.1。 如 果 把 地 球 看 做 均 质 
[E] ER ,那么 ,地球 引力 场 具 有 球 对 称 分 布 。 在 图 4.7.1(a) 中 ,两 个 检 
验 质量 A4 和 BB 在 自由 下 落 过 程 中 将 逐渐 相互 靠近 。 在 图 4.7.1(b) 
中 ,如 果 假 定 两 个 检验 质量 最 初 具有 相同 的 初始 速度 ,那么 ,由 于 B 
相 比 于 4 总 是 受到 更 大 的 引力 作用 ,因此 , A 和 8B 之 间 的 距离 将 随 着 
自由 下 落 过 程 的 延续 而 越 来 越 大 。 不 论 是 上 述 情形 的 哪 一 种 ,4 和 B 
之 间 的 距离 总 有 变化 。 通 过 测定 这 种 距离 的 变化 ,有 可 能 求 出 引力 
场 。 

让 我 们 以 图 4.7.1(a) 为 例 来 论证 。 选取 直角 坐标 系 О - xyz 如 
图 4. 7. 2 所 示 ,其 中 原点 O 在 地 球 质心 ,并 且 使 得 4 和 中 位 于 O - yz 
平面 之 内 ,而 且 0z 轴 平分 4 和 中 的 连 线 。 由 图 4.7.2 可 以 看 出 , 4 和 
В 之 间 ( 沿 连 线 方向 ) 的 相对 加 速度 aq 可 表示 成 如 下 形式 : 

ass = g,sin( 180? + 0) — g,sin(180? — 0) 


- - ZCM лө (4. 7. 1) 
r 


其 中 , r 是 地 心 至 4 或 B 的 距离 ,180*% -0 和 180"”+8 分 别 是 重力 加 
速度 g, 和 g, 与 z 轴 正 向 之 间 的 来 角 。 叉 设 1 是 4 与 8 之 间 的 距离 ， 
则 有 





sin0 = 102 -L (4.7.2) 
r 2r 
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(b) 


图 4.7.1 重力 梯度 测量 示意 图 (4 和 8 是 检测 质量 ,在 引力 场 中 作 自 由 洲 体 
运动 ) 





47.2 4 和 8 是 检测 质量 ,gs 和 gs 分 别 是 4 和 B 在 引力 声 
作用 下 所 获得 的 加 速度 


因此 ,方程 (4.7.1) 可 改写 成 
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a =- S (4.7.3) 





由 方程 (4.7.3) ,如 果 将 4 和 互 用 刚性 杆 连接 ,那么 ,这 个 刚性 杆 将 受 
到 压缩 力 man, AP т 是 检验 质量 。 于 是 ,方程 (4.7.3) 可 写成 


тав = — емин (4.7.4) 





上 式 的 左边 正好 是 重力 梯度 仪 测定 的 量 ;在 右边 , m, IJ ORE, 
因而 可 以 求 出 GM/r?。 如 果 知 道 了 AM 要 , 则 可 求 这 r, 从 而 求 出 4 和 8B 处 
的 引力 GM/r?。 如 果 知 道 了 7, 可 求 出 M ,从 而 也 可 求 出 引力 GM/r?。 
但 一 般 情 况 下 ,我 们 并 不 知道 WM Mr 注意 到 方程 (4.7.4) ,就 其 物理 
意义 可 写成 





ml = 一 一 ml (4.7.5) 


或 写成 

Ma, = + Ут (4.7.6) 
其 中 ,用 V, 表示 92V/9y7, 它 是 引力 位 在 y 方 向 的 二 阶 偏 导数 。 由 方 
# (4.7.6) 得 


= Ziu (4.7.7) 


yy ml 
重力 梯度 仪 测定 的 是 maw, 从 而 由 方程 (4.7.7) 得 知 ,通过 (处 于 “ 自 
由 落体 ”状态 的 ) 重力 梯度 测量 可 得 到 V... 
由 上 述 分 析 又 可 看 出 , 仅 就 测定 V. 而 言 , 重 力 梯度 仪 是 处 于 自 
由 落体 状态 还 是 静止 状态 是 无 关 紧要 的 。 同 理 , 如 果 将 4 和 8 分 别 放 
fE O - xy 面 (相对 0y 轴 对 称 ) 和 0 - zx 面 (相对 Ох НХР) 时 , 则 
可 测定 出 V. RM 
一 般 地 ,由 于 引力 g 有 三 个 分 量 g;, 可 用 引力 位 表示 成 
aV 


8i = 12 еу = Vi (4. 7. 8) 
x 





Ж, xl=x, x? =y, х? = z, 
现在 不 管 4、.B 球 的 放置 方向 如 何 ( 见 图 4.7.3), 只 要 它们 做 自 
由 落体 运动 , 则 可 按 如 下 方式 建立 起 它们 之 间 的 联系 
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V,(A) = Vj(0) + Vj(O0)dx(0,4) 
V,(B) = V,(0) + У„(О)4 (O ,B) (4.7.9) 
其 中 , 0 是 4 与 B8 连 线 的 中 点 , d(O ,N)(N = А,В) 表示 0 至 的 
BERG 分 量 ) 。 由 上 边 两 式 得 | E 
dV,(4,B) = V,(B) - V,(A) 
= 网 (0)[dw(0,B) - dà&(0,4)] 
= Vs(0)dxi(4,B) (4.7.10) 





4.7.3 0 是 检测 质量 4 与 B 连 线 的 中 点 


其 中 , dw(4,B) 是 4 与 8 之 间 的 距离 的 j 分 量 , dV,(4,B) 实际 上 就 
是 4 与 8 之 间 的 相对 加 速度 mai(i 分 量 )。 

如 果 4 与 8 是 完全 自由 的 , 即 没 有 任何 东西 将 它们 连接 , 则 可 将 
方程 (4.7. 10) 写成 


dV;(A4,B) 
dt 


(4. 7.11) 
这 个 方程 表明 ,如 果 测 定 了 :时 刻 4 与 8 之 间 的 相对 速度 以 及 4 与 B 
之 间 的 相对 加 速度 的 变化 率 , 则 可 求 出 Vj(0)。 如 果 4 与 8 之 间 用 刚 
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性 杆 连 接 , 则 dvw(4,8) 是 已 知 的 。 这 时 , 通过 加 速度 计 可 测 出 
dVi(4,8), 由 此 也 可 确定 出 Vj(0)。 重 力 梯度 仪 正 是 基于 方程 
(4.7.10) 来 实现 的 。 

欲 进一步 了 解 重力 梯度 测量 原理 ,可 参阅 Savet( 1968) , Китте] 
and Colombo( 1985) , Colombo( 1990) ,Jekeli(1992) ,Koop(1993), 罗 
А (1996), 


4.7.2 引力 与 惯性 力 的 分 离 问 题 


早 在 1967 年 ,Moritz 就 提出 并 阐述 了 动态 大 地 测量 。 然而 ,只 是 
到 20 世纪 80 年 代 初 ,动态 大 地 测量 (主要 包括 惯性 大 地 测量 和 动态 
重力 测量 ) 才 开 始 活跃 (Schwarz,1980;Colombo,1990;Rummel and 
Colombo,1985;Schwarz and Wei,1990)。 动态 大 地 测量 最 主要 的 特 
点 是 速度 快 、 效 率 高 。 以 我 国 为 例 ,在 边远 地 区 ,海域 以 及 山区 ,严重 
缺乏 重力 数据 。 如 何 解决 “在 既 节 省 人 力 又 能 在 较 短 时 间 内 获得 这 
些 区 域 的 重力 数据 ”的 问题 具有 不 可 忽视 的 重要 意义 。 

在 动态 重力 测量 中 (载体 是 卫星 、 飞 机 、 汽 车 或 航船 ) ,测量 仪器 
(或 元 件 ) 不 仅 感受 到 引力 ,同时 还 感受 到 非 引 力作 用 ,或 称 之 为 惯 
性 力 。 这 两 种 力 总 是 交织 在 一 起 。 如 何 将 它们 有 效 地 分 离 是 目前 国 
内 外 研究 的 一 个 热点 。Jekeli(1992) 曾经 为 了 “证 实 ” 加 速 计 在 一 般 
情况 下 并 不 感应 引力 而 讨论 了 加 速 计 、 重 力 仪 以 及 重力 梯度 仪 对 引 
力 以 及 惯性 力 的 响应 ,声称 ,“ 加 速 计 只 感应 由 真实 力 引 起 的 加 速效 
应 ,这 里 的 真实 力 是 指引 力 的 反作用 力 以 及 惯性 力 ”。 实际 上 ， 
Jekeli(1992) 并 没有 证 实 什 么 ,相反 ,只 能 说 明 , 在 一 般 情 况 下 ,加速 
计 感 应 到 的 是 引力 与 惯性 力 的 和 。 设想 加 速 计 自由 降落 , 它 感 应 到 
零 结果 是 因为 它 所 感应 的 引力 与 惯性 力 正 好 抵消 了 。 因 此 ,动态 大 
地 测量 (动态 重力 测量 和 惯性 测量 ) 中 的 核心 问题 是 “引力 与 惯性 力 
的 分 离 ”, 它 被 著名 大 地 测量 学 家 H. Moritz 列 为 21 世纪 大 地 测量 领 
域 的 七 大 研究 方向 之 一 ( 董 绪 荣 等 ,1998)。 无 论 是 在 惯性 导航 、 航 空 
重力 测量 领域 ,还 是 在 卫星 重力 测量 领域 ,它们 均 离 不 开 引 力 与 惯性 
力 的 分 离 。Shen(1996) 曾 研究 了 载体 (比如 卫星 ) 处 于 “自由 落体 ” 
运动 状态 下 的 引力 与 惯性 力 的 内 部 分 离 问 题 。 然而 ,在 受 迫 运动 情 
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形 ( 特 别 是 当 载 体 是 飞机 、 汽 车 或 舰 船 时 ) ,情况 要 复杂 得 多 。 

以 地 心 恒星 参考 系 ( 此 为 准 惯性 系 ) 为 例 , 载 体 的 加 速度 可 表示 
成 a = f+g, 其 中 a 是 载体 的 加 速度 , g 是 引力 加 速度 ,是 ( 受 追 ) 
惯性 加 速度 ( 称 为 比 力 或 非 保守 力 )。 在 惯性 导航 (INS) WEF, g 
作为 已 知 量 ,由 地 球 重 力 场 模型 给 出 ,实际 上 常常 用 正常 引力 代替 ， 
ff 由 加 速度 仪 测 出 ,而 陀螺 仪 则 完成 定向 任务 ( 即 确 定 载体 的 姿态 )。 
于 是 ,经 过 一 次 积分 和 二 次 积分 ,分 别 给 出 速度 信息 和 位 置信 息 , 但 
精度 不 是 很 高 。 若 将 全 球 定位 系统 (GPS) 与 INS 组 合 起 来 , 则 可 提 
供 精 度 较 高 的 速度 和 位 置信 息 。 在 此 组 合 系统 中 ,由 于 a 和 了 均 可 由 
此 系统 实测 出 来 (前 者 由 GPS ,后 者 由 INS), g 便 可 被 当做 未 知 量 求 
解 ( 董 绪 荣 ,1994; 董 绪 荣 等 ,1998 ) 。 然 而 ,在 一 般 运动 状态 下 ,加速 
计 测 出 的 并非 总 是 非 保 守 力 , 它 往往 还 包含 有 引力 成 分 ,这 一 点 尚 
未 引起 学 术 界 的 足够 重视 ,甚至 有 误导 (Jekeli,1992) 。 如 果 不 能 有 
效 地 将 它们 所 包含 的 引力 成 分 分 离 出 来 ,将 直接 影响 到 动态 重力 测 
量 的 精度 。 国 内 外 有 不 少 学 者 已 经 或 正在 研究 动态 重力 测量 问题 ， 
而 且 航 空 重 力 测量 已 处 于 实验 及 应 用 阶段 。 然而 ,从 目前 国内 外 的 
发 展 情况 来 看 ,动态 重力 测量 不 论 从 理论 上 还 是 在 实际 应 用 方面 基 
本 上 还 处 于 起 步 阶段 ,特别 是 当 载 体 是 飞机 、 汽 车 或 舰 船 的 情形 , 因 
还 有 待 深入 研究 和 探讨 。 

广义 相对 论 的 一 个 著名 论断 是 ,就 一 个 局 部 封闭 系统 而 言 , 若 不 
借助 于 外 部 观测 手段 ,就 无 法 在 系统 内 部 判定 该 系统 是 处 于 静止 状 
态 还 是 运动 状态 (Einstein ,191$a,b;Weinberg,1972) 。 其 根据 是 , 引 
力 场 可 用 加 速 场 来 代替 ,或 者 说 ,引力 可 用 惯性 力 来 代替 。 在 自由 降 
落 的 载体 中 ,尽管 我 们 感受 不 到 力 ,但 我 们 处 于 运动 之 中 ;车 载体 静 
止 在 地 面 ,尽管 我 们 感受 到 了 ( 重 ) 力 ,但 我 们 处 于 静止 状态 。 因 此 ， 
在 动态 大 地 测量 中 ,首要 任务 是 如 何 将 引力 与 惯性 力 有 效 地 分 离 。 

引力 与 惯性 力 的 分 离 涉及 两 个 核心 问题 ,一 个 是 内 部 分 离 问题 ， 
一 个 是 外 部 分 离 问题 。 前 者 涉及 广义 相对 论 本 身 ,因为 按 此 理论 , 引 
力 与 惯性 力 是 无 法 区 分 的 ,因而 不 可 分 离 ( 但 若 考察 一 点 的 邻 域 , 研 
究 该 邻 域 中 的 黎 曼 张 量 , 则 可 将 引力 与 惯性 力 分 离开 来 ) ;后 者 则 主 
要 根据 外 部 观测 量 并 结合 有 关 模 型 来 分 离 引力 与 惯性 力 。 








第 4 章 相对 论 重力 测量 283 
ни 


Shen and Moritz( 1996a,b,1997) 曾 研 究 了 航空 重力 梯度 测量 中 
的 引力 与 惯性 力 的 内 部 分 离 问 题 ,其 结论 是 ,在 载体 中 采用 惯性 平台 
(定向 陀螺 仪 ) 以 及 重力 梯度 仪 即 可 提取 出 引力 信息 (无 须 借助 外 部 
观测 量 ) ,其 条 件 是 引力 场 是 球形 场 或 有 心 场 (比如 地 球 引 力 场 )。 
如 果 考 虑 一 种 理想 的 均匀 引力 场 ,那么 ,仅仅 采用 内 部 观测 法 就 不 可 
能 将 引力 信号 提取 出 来 。 均 匀 引 力 场 可 以 完全 由 惯性 力 场 来 等 效 。 
另 一 方面 , 若 考察 在 均匀 引力 场 中 自由 降落 的 载体 的 内 部 ,其 重力 梯 
度 仪 必然 感受 到 零 结 果 。 一 个 简 例 是 让 载体 静止 ,这 时 ,在 载体 中 的 
任何 一 点 ,引力 场 强 都 是 一 样 的 ,重力 梯度 为 零 (不 考虑 离心 力 ) 但 
在 一 般 有 心 引 力 场 中 情形 则 不 同 ,过 任意 邻近 的 两 点 的 力 线 均 指向 
某 一 有 限 距离 处 的 点 (比如 指向 地 球 中 心 或 太阳 中 心 ) ,因而 所 述 两 
条 力 线 有 相互 靠近 或 远离 的 趋势 。 这 种 两 条 力 线 之 间 相 互 靠近 或 远 
离 的 趋势 ,可 由 重力 梯度 仪 “ 感 应 ”出 来 。 

尽管 用 重力 梯度 仪 可 以 提取 引力 信息 ,但 是 否 能 提取 出 所 有 引 
力 信息 呢 ? 很 显然 ,车 在 有 心 引力 场 之 上 合 加 一 个 均匀 引力 场 ,那么 ， 
重力 梯度 仪 就 提取 不 出 均匀 引力 场 信息 。 考虑 相当 遥远 的 恒星 在 运 
动 载体 所 在 处 产生 的 引力 场 ,这 时 无 法 用 重力 梯度 仪 提取 出 由 该 恒 
星 产 生 的 引力 场 信息 ,因为 该 引力 场 在 载体 附近 几乎 是 均匀 的 。 这 
就 意味 着 ,从 理论 上 来 说 ,我 们 不 能 保证 仅 用 内 部 观测 手段 就 可 以 完 
整地 提取 出 引力 场 信息 ,至 少 ,对 于 均匀 引力 场 是 无 法 实现 的 (这 里 
需要 指出 ,重力 梯度 观测 的 零 结 果 或 者 对 应 于 均匀 引力 场 , 或 者 对 应 
于 不 存在 引力 场 的 空间 )。 但 就 探测 地 球 引 力 场 而 言 , 目 前 在 太阳 系 
范围 ,太阳 、 月 球 和 其 它 行 星 的 引力 ( 引 潮 力 ) 均 可 精确 计算 加 以 顾 
及 (潮汐 改正 ) ,太阳 系 外 天 体 引 力 影 响 被 认为 可 以 忽略 ,因此 ,实用 
上 利用 重力 梯度 仪 可 以 将 引力 与 惯性 力 分 离开 (Shen,1996)。 

由 于 现代 空间 技术 (特别 是 GPS 技术 ) 的 发 展 ,我 们 可 以 精确 地 
确定 在 空间 (或 地 面 ) 运动 的 载体 的 动态 位 置 ,精度 可 达到 厘米 级 
( 陈 俊 勇 ,2002)。 这 就 是 说 ,可 根据 外 部 观测 量 确定 载体 的 加 速度 。 
如 果 没 有 非 引 力 影 响 , 只 存在 引力 作用 ,那么 ,载体 所 在 位 置 P 处 的 
加 速度 正好 体现 了 该 处 的 引力 场 强 度 。 然 而, 一般 情形 下 ,运动 载体 
除了 受 引 力 场 制约 以 外 ,还 受到 其 他 非 引 力 因素 的 影响 。 就 卫星 而 
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言 , 它 将 受到 诸如 大 气 阻尼 、 光 压 、 电 离 层 作用 等 因素 的 影响 。 这些 
非 引 力 (或 称 阻尼 力 ) 作用 将 使 卫星 产生 附加 加 速度 ,后 者 可 由 固定 
在 运动 载体 内 部 的 加 速 计 测定 出 来 。 这 时 ,外 部 观测 量 确定 的 加 束 
度 是 引力 加 速度 与 附加 加 速度 的 和 。 例如 ,考虑 在 均匀 引力 场 中 作 
自由 降落 的 载体 。 如 果 没 有 非 引力 影响 ,外 部 观测 加 速度 就 是 引力 
加 速度 。 如 果 有 空气 阻尼 ,外 部 观测 加 速度 将 小 于 引力 加 速度 ,其 减 
小 的 部 分 ,正好 可 由 固定 在 载体 内 部 的 加 速 计 测 定 出 来 。 加 速 计 测 
定 的 零 结果 表明 ,载体 处 于 没有 非 引力 影响 的 引力 场 之 中 ,此 时 载体 
的 运动 状态 是 真正 的 “自由 落体 ” ,外 部 观测 加 速度 的 大 小 正好 反映 
了 引力 场 的 大 小 。 

运动 载体 是 卫星 的 情形 相对 比较 简单 。 但 当 运 动 载体 是 飞机 、 
汽车 或 舰 船 时 ,情况 要 复杂 得 多 ,Shen(1996) 对 此 进行 了 较为 深入 
的 探讨 。 

按照 等 效 原理 ,引力 质量 与 惯性 质量 等 效 。 因此 ,如 果 把 讨论 
限于 点 质量 ,那么 ,引力 与 惯性 力 将 是 不 可 区 分 的 。 但 如 果 考 虚 一 个 
有 限 区 域 , 则 可 将 它们 区 分 开 来 。 我 们 曾经 (参见 3. 3. 5 节 ) 指出 , 引 
力 场 本 身 固有 的 特性 ,决定 了 引力 场 空间 结构 。 惯 性 力 则 不 同 , 它 与 
参考 系 的 选取 有 关 。 引 力 场 空间 结构 的 内 豪 特征 可 用 黎 曼 曲 率 张 量 
К,аз 来 描述 。 当 Rag > О 时 ,空间 是 弯曲 的 ,表明 有 引力 存在 。 当 
Ryo = 0 时 ,空间 是 平坦 的 ,表明 没有 引力 存在 ,或 只 存在 均匀 引力 
场 。 

我 们 知道 ,选用 不 同 的 参考 系 ,会 引进 不 同 的 惯性 力 。 但 如 果 我 
们 计算 出 А, 就 会 发 现 , Rog 与 参考 系 的 选取 无 关 , 因 而 也 就 与 任 
何 惯性 力 无 关 。 仅仅 凭 借 这 一 点 ,就 可 以 将 引力 与 惯性 力 区 分 开 来 。 
ШЕ А, a 与 惯性 力 无 关 是 容易 的 ,因为 Ryog 是 张 量 , 它 在 坐标 系 变 
换 之 下 保持 不 变 ,而 惯性 力 在 坐标 系 变换 之 下 是 可 以 改变 的 。 

在 3. 2. 9 节 我 们 曾经 给 出 了 测 地 线 偏离 方程 

аё = – В, „РТА Xe Tr (4.7.12) 

其 中 ,Xe үа” 分 别 是 两 条 测 地 线 之 间 的 分 离 矢量 以 及 分 离 (或 接近 ) 
加 速度 . T^ 是 测 地 线 的 切 矢量 。 对 于 测 地 线 , 取 时 间 参 数 , 则 有 
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T^ dS (4. 7.13) 
将 方程 (4.7. 13) 代 人 方程 (4.7. 12) ,得 
a^ = – R a i Ха (4. 7. 14) 


将 方程 (4.7. 14) 与 方程 (4. 7.10) 进行 比较 就 会 发 现 , 二 者 具有 完全 
类 似 的 结构 。 唯 一 的 区 别 是 ,方程 (4.7.10) 是 三 维 的 (牛顿 框架 ) ， 
方程 (4.7.14) 是 四 维 的 (广义 相对 论 框架 )。 因 此 , 如 何 将 方程 
(4.7.14) 转化 成 三 维 的 可 观测 的 模型 是 问题 的 关键 。 


4.7.3 相对论 重力 梯度 测量 原理 


测 地 线 偏离 方程 (4.7.14) 又 可 以 写成 
a, = 一 R. a A Хе (4.7.15) 
根据 上 述 方程 即 可 求解 地 球 外 部 重力 场 ,其 详细 讨论 参见 (Shen， 
1996) 。 另 外 , X° 是 已 知 的 ,其 中 X = 0。 于 是 ,方程 (4.7.15) 可 改 
写成 


"Ас VI 
Ајо: X x 


а; = ~ К 
= 一 Regii 039 X! — Ri P X 
一 Коц) - Куй Xi (4. 7.16) 
其 中 ,由 于 x? = i, 因 此 x? = 1. 
如 果 选 取 随 梯度 仪 共 动 的 参考 系 , 则 有 z^ = 0。 因 此 ,方程 
(4.7.16) 变 为 
a; = - Roo¥ (4.7.17) 
从 另 一 方面 来 看 ,在 地 心 准 惯 性 系 中 考察 ,一般 情 况 下 z' 不 为 零 。 但 
ki 远 小 于 光速 , 即 关 << 1( 光 速 单位 制 ) ,因此 ,方程 (4.7.17) 近似 
成 立 。 基于 这 一 理由 ,我 们 认为 方程 (4.7. 17) 在 一 般 参 考 系 中 也 成 
o 
如 果 将 方程 (4.7. 17) 与 牛顿 框架 中 的 重力 梯度 测量 模型 (4. 7. 
10) 进行 比较 就 会 发 现 , 二 者 是 完全 类 似 的 ,只 要 将 方程 (4.7. 10) 中 
HJ V; Н – Rogo (HER Royo; = Rog) 替换 即 可 。 下 面 我 们 在 后 牛顿 近 
似 场 中 计算 Ryo ,以 便 与 模型 (4. 7. 10). 进行 比较 。 
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Ка 与 仿 射 联络 I*,, 之 间 由 下 式 联 系 (参见 3.2.8 节 ) 
Эх” pm «Г va l" ро 
(4.7.18) 
我 们 感 兴趣 的 是 Ruo ,因此 ,由 方程 (4.7. 18) 得 
әГ‘о Г 





- Rojo’ = + T7; Г‘, - Гоо T5, (4. 7.19) 


























gx0 ox! 
将 方程 (4.7. 11) 代入 上 式 , 准 确 到 量 级 t/r, EER 
L ~ v/T, 1 ~ 1/r (4.7.20) 
Ox Ox! 
得 
3. 2. 4. 
"Ro = -a 7 x» 
ox ox! 
+ (Гео Doo + Tto Dio = Г T^ - Too Г!) < 
3 2 4 
oTio or oT! TEN L c. 
一 jO _ 00 _ 00 0 pi _ P s 
ШИ Эхі ad + T y0 T'o = Го Га 
(4.7.21) 
ЗГА Ü 的 诸 表达 式 (3. 6.12) 代入 方程 (4.7.21) ,得 (下 降 i 指 标 ) 
op 
- Roo, - +L 2 [e NS o), 1 Ziu 
W 5293 а a] 2 m 
- 24 - 1 980 ‚ 9£o QE ә) 
дж) 2 өх? ot z Eik p 
(H9 o9 C18 
2 ахі 2 әх! 2 óx, 
2 2 2 
(TER LER) (4. 7. 22) 
2 \ ôx" ox! ðx' 


后 面 将 证 明 ( 见 方程 (4.7.32) ) ,在 准确 到 v4/r 的 情况 下 ， Коо; = 
Roo'。 这 就 是 说 ,将 Roo 的 i 指标 下 降 或 将 Rojo; 的 i 指标 提升 不 会 带 
来 影响 ,因此 ,后 面 我 们 将 视 方 便 采 用 Roo 或 Коо; 

将 g,, 的 表达 式 (3. 6. 69) 代入 方程 (4.7.22) ,得 
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(729? - 2) 


2 
bl 

N 

E 
| 


дх 5 





+-(-2©)( - 22,28, - 26, E + 204 29) 


(4. 7. 23) 
无 须 再 往 下 运算 ,可 以 看 出 ,这 个 关系 式 极 为 复杂 ,即使 通过 重力 梯 
度 仪 测 得 了 诸 分 量 Roy! ,也 难以 解 出 o, у, ¿ FR. 但 我 们 可 以 寻 
求 简化 模型 ,以 便 与 方程 (4.7. 10) 进行 比较 。 
假定 场 是 稳 恒 态 的 , 即 假定 地 球 自 转角 速度 均匀 ,这 时 , 与 时 
间 无 关 。 因 此 ,方程 (4.7.23) 中 凡是 含有 2%i/ 凡 的 项 均 为 零 。 再 进 一 
步 假定 场 g 随时 间 变 化 很 小 (若是 均 质 圆 球 , 则 ep 不随 时间 变化 ) , 则 
可 略 去 所 有 含 gp7et 的 项 。 于 是 ,方程 (4.7.23) 可 以 写成 





一 Коо! =- jT 2Ф;Ф; 一 29oj 一 Up 
—290.0;,—2 + фф; +80" + Ф.Ф. — Ф.Ф. 
фур; – 2ФФ + фур + ӧуф Ф, + PPj - Фуф; 
=- фу — 4рфу - 3o;ej – Vy +EP e, (4.7. 24) 
或 
Коо = Куо; = Фу + ^eej + 3фр; + Шу — A 
(4.7.25) 
其 中 
дф 9 
= ——, —— 4. 7. 26 
Pi ðx' Pi ðx' ox! ( ) 
ð 
Vi № - P'e, = р? + ol 十 93 (4. 7. 27) 
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方程 (4.7.25) 给 出 了 Во S96 e 以 及 少 之 间 的 关系 。 根 据 3. 
6.3 节 的 讨论 ,对 于 稳 恒 态 场 ,可 以 略 去 峭 ,这 时 , 含 于 少 中 的 关于 7 
的 积分 被 吸收 到 了 o 之 中 (参见 3.6.3 节 ) 。 于 是 ,方程 (4.7.25) 可 
以 写成 


Rojo; = оф + dpp; + Зе{ф, 一 Sjeo, (4.7.28) 
由 于 ` 
Ro, = gyaRoyo” (4.7.29) 
因此 
Коо = giaRoo” = £ i Rojo! * g i Rojo" (4. 7. 30) 


由 方程 (4. 7. 18) ,得 
д r° _ д ГО 





0 c 0 Cr 0 
Коо = +Г° Fo] ~ Fo Г, 








дх° dx! 
a Г 0 0 i 0 0 0 i 0 
= 0 ~ Эх) +I” Го + Г Го -ГоГ о - T'o Fg 
3 
à Г 
=- — 1 (4.7.31) 
дх? 


在 导出 上 式 的 过 程 中 , 用 到 了 T*6g 的 表达 式 (3, 6.11) ,并 准确 至 
v^ /ro Ж gu 的 表达 式 (3.6.6) 以 及 (4.7.31) 代入 方程 (4. 7. 30) ,得 
(准确 到 v^ 7r) 


Roji = 8,Коо‘ = Коо (4.7.32) 
将 方程 (4.7.28) 代入 方程 (4.7.17) ,得 
а; 三 一 Rojo; XU 


=- (Ф; + 4ффу + Эфир, - Ojo q,) X. (4.7.33) 
方程 (4.7. 33) 是 准确 到 /rm ERE JJ 56 ВЕЛЕШ ,其 中 ”是 第 一 
牛顿 引力 位 。 与 方程 (4. 7. 10) 比较 可 知 , 二 者 极为 类 似 , 但 在 这 里 多 
ТЛІ. AF e 具有 量 级 v^. wy RARER I 77 LER IC, hn FR E f a 
v^/r? „ДЕ Я) T 833 (4. 7. 10) (牛顿 框架 ) 。 这 里 需要 说 明 ,方程 (4. 
7.33) 并 不 是 准确 到 量 级 "Ar 时 的 最 普遍 的 模型 ,普遍 的 模型 应 采 
用 方程 (4. 7. 23) 和 方程 (4.7. 17). 确切 地 说 ,将 Rojo; 的 表达 式 (4. 
7.23) 代入 方程 (4. 7.17) , 即 得 普遍 模型 。 这 时 ,对 重力 梯度 仪 的 贡 
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献 除 牛 顿 引力 位 o 之 外 ,还 有 第 二 牛顿 引力 位 小 ШЫ E K REL Z. 

下 面 我 们 考虑 一 下 由 高 于 272 阶 次 的 项 对 重力 梯度 观测 量 的 
影响 有 多 大 。 为 此 ,我 们 只 需要 考虑 模型 (4.7. 33) 就 足够 了 。 由 于 
pip 5j eo; 具有 相同 的 数量 级 ,因此 ,只 需要 估算 


A= 4фФ,, == 4ффї (4. 7. 34) 
即 可 。 就 误差 估计 而 言 ,可 以 将 地 球 视 为 均 质 圆 球 , 故 有 
o =- 7 (4. 7. 35a) 
o = CM yi (4. 7. 35b) 
r 
o) = 6? см 一 2CM iyi (4. 7. 35c) 
r r 


因此 

GM „СМ 36M ,, 4GM GM 

а in) ~ -— —— 
3 rŠ PD r 


(4.7.36) 
CMA RAER x 10-9( 由 于 采用 了 光速 单位 制 ,因而 CM/r 无 


ZA), M GM/r 正好 是 重力 梯度 典型 观测 值 , 其 量 级 为 1.5 x 1075, 
具有 量 纲 s sk om^ , 通常 ,人 们 习惯 于 Estv6s 单位 , 记 为 EU( Eótvós 
Unit) ,规定 为 

1EU = 10-?s-2 = 10-?cm2( 光 速 单位 ) (4.7.37) 


因此 ,重力 梯度 典型 观测 值 的 量 级 为 
ем ~ 1500EU (4.7.38) 
7 


这 就 是 说 ,在 相对 论 框架 下 的 重力 梯度 观测 量 值 与 牛顿 框架 中 的 重 

力 梯度 观测 值 有 一 个 量 级 为 5 的 偏差 ,根据 前 面 的 讨论 ,这 个 偏差 的 
Е 

6 ~ 4 x 10 °EU (4. 7. 39) 

从 目前 的 重力 梯度 观测 精度 水 平 (Rummel and Colombo ,1985 ; 

Soffel et al.,1988;Koop,1993) 以 及 将 于 2008 年 秋季 实施 的 GOCE 重 

力 梯度 计划 (European Space Agency,1999; 胡 明 城 ,2003;Bouman et 
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al., 2004) 来 看 ,只 能 达到 107. ~ 10 2EU , 因此 ,就 目前 的 重力 梯度 
测量 精度 水 平 ,无 须 考虑 相对 论 影响 。 不 过 , 随 着 科学 技术 的 发 展 、 
观测 仪器 的 改进 以 及 对 高 精度 地 球 重 力 场 (包括 大 地 水 准 面 ) 的 需 
求 ,在 不 远 的 将 来 可 能 有 必要 在 广义 相对 论 框架 之 下 研究 重力 梯度 
测量 问题 。 
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